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Przedmiotem opracowania jest analiza dynamiczna belki swobodnie 
podpartej obciążonej ruchomym obciążeniem inercyjnym. W pracy 
omówiono belkę modelowaną jednym stopniem swobody oraz 
model belki Bernoulliego-Eulera o masie równomiernie rozłożonej. 
W obu przypadkach belka obciążona jest punktem materialnym lub 
oscylatorem poruszającym się ze zmienną prędkością. Równania 
ruchu rozważanych układów otrzymano metodą analityczną. Ze 
względu na charakter obciążenia w równaniach ruchu występuje 
pochodna materialna Renaudota. Ponadto omówiono drgania swo-
bodne belek po zjechaniu z nich obciążenia. 

Słowa kluczowe: ruchomy punkt materialny, ruchomy oscylator, belka 
modelowana jednym stopniem swobody, belka Bernoulliego-Eulera. 

Wstęp 
Zadania dotyczące obciążeń ruchomych na belkach i płytach 

mają szerokie zastosowanie w budownictwie, a szczególnie przy 
projektowaniu konstrukcji drogowych, kolejowych, mostowych oraz 
lotniskowych. W literaturze przedmiotu można znaleźć wiele prac 
poświęconych tematyce obciążeń ruchomych na belkach i płytach, 
np. [1-13]. Autorzy analizują zarówno ruchome obciążenia inercyjne, 
jak i obciążenia bezinercyjne. Prace te zawierają rozwiązania anali-
tyczne oraz rozwiązania z wykorzystaniem metod komputerowych. 
Obszerny przegląd literatury dotyczącej obciążeń ruchomych na 
belkach i płytach można znaleźć m.in. w pracach [1], [14-19]. 

W niniejszej pracy omówione zostaną zadania belki swobodnie 
podpartej obciążonej punktem materialnym oraz oscylatorem poru-
szającym się ruchem jednostajnie zmiennym. Przedstawione 
i przeanalizowane zostaną równania drgań układu belka – ruchome 
obciążenie w czterech przypadkach. W dwóch przypadkach belka 
modelowana będzie jednym stopniem swobody, a w dwóch kolej-
nych przypadkach przeanalizujemy belkę modelowaną jako układ 
ciągły. Ze względu na inercyjny charakter obciążenia w rozważa-
niach będziemy brać pod uwagę pochodną materialną Renaudota. 

1.Pochodne materialne w przypadku ruchomych obciążeń 
inercyjnych na belkach 

W przypadku drgań belki wywołanych ruchomym obciążeniem 
inercyjnym w równaniach ruchu układu belka – punkt materialny lub 
oscylator należy uwzględnić pochodną materialną (Renaudota) [1]. 
Jeśli obciążenie porusza się z prędkością jednostajnie zmienną: 
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pierwsza i druga pochodna materialna mają postać: 

 

 

 

0

0

0

2

2

2 2 2
2

2 2

, ,

2 .

t

t

x v d

x v d

d w w w
v v v t v at

d t t x

d w w w
v v

t x t xd t

w w w w
v v a

x t xt x

 

 





 
    
 



     
     

     

   
   

   

 (2) 

Powyższe wzory wykorzystamy w rozważaniach w dalszej czę-
ści artykułu. 

2.Belka modelowana jednym stopniem swobody obciążona 
punktem materialnym poruszającym się ruchem jednostajnie 
zmiennym 

Zanim omówimy równania ruchu drgającego układu składające-
go się z belki i oscylatora w ruchu jednostajnie zmiennym podamy 
zależności opisujące drgania najprostszego układu jakim jest belka 
modelowana jednym stopniem swobody obciążona punktem mate-
rialnym poruszającym się ruchem jednostajnie przyspieszonym lub 
opóźnionym. 

Rozważmy zatem belkę swobodnie podpartą o długości l  

i sztywności na zginanie EJ . Belka obciążona jest punktem mate-

rialnym o masie M , poruszającym się ruchem jednostajnie zmien-

nym z prędkością   0v t v at  . Belka modelowana jest jednym 

stopniem swobody (rys. 1). Masa skupiona w środku rozpiętości 

przęsła jest równa 
17

35 2
b

ml
M ml  . W analizowanym zadaniu 

niewiadomą jest ugięcie środka belki ,
2

l
w t
 
 
 

 wywołane ruchem 

punktu materialnego. Zakładamy, że w układzie występuje tłumienie 
wiskotyczne według modelu reologicznego Kelvina–Voigta z siłą 

oporów ruchu 
d w

R c
dt

 . 

 

 
 

Rys. 1. Belka modelowana jednym stopniem swobody obciążona 
punktem materialnym poruszającym się ze zmienną prędkością 

 
Przeanalizujemy zarówno drgania wymuszone ruchomym ob-

ciążeniem, jak i drgania swobodne, gdy obciążenie znajduje się już 
poza belką. 
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2.1.Drgania wymuszone układu punkt materialny  – belka modelo-
wana jednym stopniem swobody 
Przy powyższych założeniach oraz przyjmując ugięcie w postaci 

funkcji spełniającej warunki brzegowe 
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Po wprowadzeniu następujących oznaczeń: 

b

M

M
   – bezwymiarowy współczynnik masy, 

 
 

1

st

f
f

t

f
  , gdzie 

3

4

2


st

Mgl
f

EJ
, 

2

2 0

2 2

2 







v al

l
, 

2 2 2

1 48 2 48

2


  

EJ EJ

ml ml l
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snych belki o jednym stopniu swobody, 

równanie drgań belki możemy zapisać w postaci 
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Równanie (5) jest równaniem różniczkowym liniowym o zmien-
nych współczynnikach, zatem ugięcie środka belki można wyzna-
czyć rozwiązując je numerycznie, np. korzystając z pakietu Wolfra-
ma „Mathematica”. 

Podane powyżej równania w postaci wymiarowej (4) i w postaci 
bezwymiarowej (5) obowiązują w przypadku, gdy ruchomy punkt 
materialny znajduje się na belce. Od momentu zjazdu obciążenia 
z belki mamy do czynienia z drganiami swobodnymi. 

 
2.2.Drgania swobodne układu punkt materialny  – belka 

modelowana jednym stopniem swobody 
Po zjeździe obciążenia z konstrukcji zmienia się charakter 

drgań. Belka wykonuje drgania swobodne opisane jednorodnym 
równaniem różniczkowym 
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Rozwiązanie równania (6) we współrzędnych bezwymiarowych 
ma postać 
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gdzie: 
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h

,  

2 2 21      h  – częstość drgań swobodnych tłumio-

nych, 

  – liczba tłumienia. 

Stałe całkowania w wyrażeniu (7) można wyznaczyć analitycz-
nie korzystając z warunków początkowych w chwili zjazdu obciąże-
nia z przęsła: 

       1 1 , 1 1 . f f f f  (8) 

3.Belka modelowana jednym stopniem swobody obciążona 
oscylatorem poruszającym się ruchem jednostajnie zmien-
nym 

W kolejnym zadaniu przeanalizujemy układ składający się 
z oscylatora jednomasowego poruszającego się ruchem jednostaj-
nie zmiennym po belce modelowanej jednym stopniem swobody 
(rys. 2). 

 

 
Rys. 2. Belka modelowana jednym stopniem swobody obciążona 
oscylatorem jednomasowym poruszającym się ze zmienną prędko-
ścią 

 
Rozważamy taką samą belkę jak w punkcie 2, natomiast obcią-

żenie stanowi teraz lepkosprężysty, liniowy oscylator jednomasowy 

o masie  kgM , stałej sprężynowej  N mk  i lepkości 

 Ns m . Tak jak wcześniej obciążenie porusza się ruchem 

jednostajnie zmiennym z prędkością   0v t v at  . Drgania 

punktu materialnego o masie M  opisuje współrzędna  1 mw . 

Dodatkowo zakładamy, że w chwili 0t   ugięcie statyczne punktu 

materialnego M  wynosi st

os

Mg
w

k
 , zatem jego drgania na belce 

odbywają się dookoła położenia równowagi statycznej i są wymu-
szone kinematycznie przez drgania niestacjonarne belki. 
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3.1.Drgania wymuszone układu oscylator jednomasowy – belka 
modelowana jednym stopniem swobody 
Drgania wymuszone układu składającego się z belki i prze-

mieszczającego się po niej oscylatora opisane są dwoma równa-
niami ruchu. Jeśli przyjmiemy funkcję ugięcia belki w postaci speł-
niającej warunki brzegowe zadania, daną wzorem (3), to równania 
ruchu układu oscylator – belka mają postać 
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gdzie dynamiczne ugięcie oscylatora 
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 f f t , natomiast   opisane jest takim samym wzorem jak 

w równaniu (4). 
Pierwsze z równań (9) jest równaniem oscylatora jednomaso-

wego. Drugie natomiast jest równaniem belki o jednym stopniu 
swobody z punktem materialnym w środku rozpiętości przęsła, czyli 

przy 
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l
x  . Równania (9) z niewiadomymi 
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i  f f t  są ze sobą sprzężone i należy rozwiązać je numerycz-

nie. Obowiązują one w przypadku, gdy ruchomy oscylator przejeż-
dża przez belkę. Po zjeździe obciążenia z belki zarówno belka jak i 
oscylator wykonują drgania swobodne. 

 
3.2.Drgania swobodne układu oscylator jednomasowy – belka 

modelowana jednym stopniem swobody 
Od chwili, w której oscylator zjechał z belki równania ruchu 
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Układ równań (10) rozwiązujemy korzystając z czterech warun-
ków początkowych na ugięcie i pochodną ugięcia belki i oscylatora 
w chwili, w której oscylator zjeżdża z belki. 

4.Belka Bernoulliego-Eulera obciążona punktem materialnym 
poruszającym się ruchem jednostajnie zmiennym 

Bliższy rzeczywistości od schematu belki o jednym stopniu 
swobody, omówionego w poprzednich punktach, jest model, 
w którym masa belki jest równomiernie rozłożona. 

Rozważmy zatem belkę Bernoulliego-Eulera o równomiernie 

rozłożonej masie  kg mm . Belka ma długość l  i jest swobodnie 

podparta na końcach. Jej sztywności na zginanie wynosi EJ . Po 

przęśle porusza się z prędkością   0v t v at  , bez możliwości 

oderwania od belki, punkt materialny o masie M  (rys. 3). Ugięcie 

belki opisuje współrzędna  ,w x t . W układzie występuje tłumienie 

wiskotyczne według modelu reologicznego Kelvina–Voigta, gdzie 

siła oporów ruchu 
d w

R c
dt

 . 

 

 
Rys. 3. Belka Bernoulliego-Eulera obciążona punktem materialnym 
poruszającym się ze zmienną prędkością 
 
4.1.Drgania wymuszone układu punkt materialny – belka Bernoul-

liego-Eulera 
W tym przypadku drgania opisane są równaniem ruchu w na-

stępującej postaci 
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Ponieważ obciążenie jest masowe, to w powyższym równaniu 
2

2
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d t
 jest pochodną materialną opisaną drugim ze wzorów (2). 

Zadanie można rozwiązać metodą rozdzielenia zmiennych Fou-
riera, zakładając rozwiązanie w postaci nieskończonego szeregu, 
spełniającego warunki brzegowe belki i zerowe warunki początkowe 
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Jeśli dodatkowo uwzględnimy wyrażenie na pochodną material-
ną, to otrzymamy następujące równanie ruchu belki obciążonej 
punktem materialnym poruszającym się ruchem jednostajnie 
zmiennym 
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Równanie ruchu (13) obowiązuje w przypadku, gdy ruchomy 
punkt materialny znajduje się na belce. Po zjeździe obciążenia 
z belki należy rozważać drgania swobodne, opisane innym równa-
niem, podanym w punkcie 4.2. 

 
4.2.Drgania swobodne układu oscylator jednomasowy – belka 

Bernoulliego-Eulera 
Drgania swobodne analizowanej w tym punkcie belki opisane są 

następującym równaniem jednorodnym 
4 2

4 2
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EJ m c

tx t

  
  

 
 (14) 

Jeśli założymy, że rozwiązanie jest w postaci nieskończonego 
szeregu, spełniającego warunki brzegowe belki 
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to równanie (14) możemy przekształcić w następujące 
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Równanie (16) rozwiązujemy przy warunkach początkowych na 
ugięcie i pochodną ugięcia w chwili zjazdu punktu materialnego 
z belki. 

5.Belka Bernoulliego-Eulera obciążona oscylatorem 
poruszającym się ruchem jednostajnie zmiennym 

Kolejnym schematem jest belka o równomiernie rozłożonej ma-
sie obciążona oscylatorem lepkosprężystym będącym w ruchu 
jednostajnie zmiennym (rys. 4). Oznaczenia dotyczące belki oraz 
oscylatora są takie same jak w poprzednich punktach pracy. 

 

 
Rys. 4. Belka Bernoulliego-Eulera obciążona oscylatorem lepko-
sprężystym poruszającym się ze zmienną prędkością 
 
5.1.Drgania wymuszone układu oscylator jednomasowy – belka 

Bernoulliego-Eulera 
W przypadku zadania pokazanego na rysunku 4 równania ruchu 

oscylatora oraz belki mają następującą postać: 
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 jest deltą Diraca. 

Wzory (17) przedstawiają układ równań różniczkowych z niewiado-

mym ugięciem belki  ,w x t  oraz nieznanym przemieszczeniem 

pionowym  1 ,w x t  punktu materialnego M  w oscylatorze. 

Pierwsze z równań jest równaniem oscylatora, natomiast drugie jest 
równaniem drgań belki o nieskończenie wielu stopniach swobody. 
Prawa strona tego równania jest naciskiem lepkosprężystego oscy-

latora jednomasowego. Pochodna ugięcia belki 
dw

dt
 występująca 

w powyższym układzie równań jest pochodną materialną opisaną 
wzorami (2). 

Zadanie można rozwiązać rozdzielając zmienne, a następnie 
stosując metodę ortogonalizacyjną Bubnowa-Galerkina. Funkcję 
ugięcia belki przyjmujemy wtedy w postaci nieskończonego szeregu 
spełniającego warunki brzegowe zadania: 
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Ostatecznie po przekształceniach otrzymujemy nieskończony 
układ różniczkowych równań ruchu o zmiennych współczynnikach. 

Równania są ze sobą sprzężone, a niewiadomymi są  nq t  oraz 

 1 ,w x t . Ze względu na zmienne współczynniki w różniczkowych 

równaniach ruchu analizowanego układu zadanie rozwiązuje się 
stosując całkowanie numeryczne. 

Równania ruchu (17) są ważne w przypadku, gdy ruchomy 
oscylator znajduje się na belce. Od momentu zjazdu oscylatora 
z belki mamy do czynienia z drganiami swobodnymi. 

 
5.2.Drgania swobodne układu oscylator jednomasowy – belka 

Bernoulliego-Eulera 
Po zjeździe oscylatora z belki zmienia się charakter drgań. Bel-

ka i oscylator wykonują drgania swobodne opisane jednorodnymi 
równaniami różniczkowymi: 
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Układ równań można rozwiązać jak wcześniej, przyjmując roz-
wiązanie w postaci nieskończonego szeregu, analogicznego do 
zapisanego wzorem (9): 
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Po prostych przekształceniach otrzymuje się układ równań z nie-

wiadomymi funkcjami  1 ,w x t  oraz  nq t : 
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Cztery stałe całkowania wyznaczamy z czterech warunków począt-
kowych na ugięcie i pochodną ugięcia belki i oscylatora w chwili, 
w której oscylator zjeżdża z belki. 

Podsumowanie 
W pracy przedstawiono równania ruchu podstawowych modeli 

mających zastosowanie przy wstępnych analizach obiektów inży-
nierskich poddanych działaniu obciążeń ruchomych. We wszystkich 
omówionych zadaniach obciążenie jest masowe. Ze względu na 
inercyjny charakter obciążenia w rozważaniach należało uwzględnić 
pochodną materialną Renaudota. Ze względu na zmienną w czasie 
prędkość obciążenia rozwiązania zadań ulegają dodatkowej kompli-
kacji, szczególnie jeśli w opisie wprowadzi się współrzędne bezwy-
miarowe. Równania ruchu rozważanych konstrukcji omówiono 
zarówno w przypadku obciążenia znajdującego się na belce i poza 
belką. 
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Equations of motion of beams loaded  
with an oscillator moving at a variable speed 

The subject of the study is dynamic analysis of a simply supported 
beam loaded with a moving inertial load. The paper discusses 
a beam modeled with one degree of freedom and a Bernoulli-Euler 
beam model with uniformly distributed mass. In both cases, the 
beam is loaded with a particle or oscillator moving at a variable 
speed. The equations of motion of the oscillator and the beam were 
derived by the analytical method. Due to the nature of the load, the 
Renaudot material derivative appears in the equations of motion of 
the analyzed systems. In addition, free vibrations of beams after 
rolling off the load were discussed. 

Keywords: moving particle, moving oscillator, beam modeled with one 
degree of freedom, Bernoulli-Euler beam. 
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