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W artykule oméwiony zostat problem wynikajacy z zapisu pochodno-
catki niecatkowitych rzedéw Griinwalda-Letnikova, w ktérym
fo zapis ten moze by¢ niejednoznacznie intepretowany jako po-
chodna wyzszych lub nizszych rzedéw. Biorac to pod uwage autor
proponuje nowy zapis uwzgledniajgcy ten problem.
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Wstep
Z definicji pochodnej rzedu n [1]:

da ft)y=f"@)=
dt"

n (1)
ZLO[ Jf(t —mdt)
lim m

dt—0 dt"
poprzez zapis symbolu Newtona za pomocg funkcji Gamma i za-
miane rzedu naturalnego narzad 7 € R*:

ny nf T(h+l)
[mj - mi(n—m)! - mir(n—m+1) - )
r(n+1
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otrzymuje sie bezposrednio dodatnig pochodno-catke Griinwalda-
Letnikova (G-L) [2-7]:
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gdzie:
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O ile rachunek rézniczkowy wymyslony przez Newtona i Leibniza
powstat z konieczno$ci matematycznego zapisu zjawisk fizycznych o
tyle pochodno-catka Griinwalda-Letnikova jest matematyczng waria-
cja tegoz rachunku, ktéra w zastosowaniach miata réwniez nawigzy-
wac do opisu tychze zjawisk i uwzglednia¢ pewne zjawiska, szcze-
godlnie nieliniowe, ktdre upraszcza ,klasyczny” rachunek rézniczkowy.
Parametrem, w ktérym bylyby zapisane te zjawiska jest niecatkowity
rzad. Problemem, do dzisiaj, jest jednak niejednoznaczna i ogélna
interpretacja, jakie zjawiska moga by¢ ujete w zapisie rzedu i czy sg
w zwigzku z tym ograniczenia zwigzane z warto$cig rzedu tak, aby
caly zapis miat fizyczny sens [2,8,9].

W definicji dodatniej pochodno-catki Griinwalda-Letnikova (3),
wartos¢ rzeczywistego rzedu 7 ograniczona jest do dodatnich warto-
$ci. W definicji brak jednak dodatkowych zatozeh pozwalajacych na
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prébe fizycznej interpretacje takiej pochodnej. Inaczej niz w definic;i
pochodnej catkowitego rzedu (1), gdzie rzad pochodnej identyfiko-
wany jest jednoznacznie z liczbg iteracji n przyrostu zmiennej nieza-
leznej dt, a liczba iteracji z rzgdem. W definicji dodatniej pochodno-
calki (3) liczba iteracji p nie jest bezpo$rednio zwigzana z niecatkowi-
tym rzedem 7. W przypadku wiec, gdy rzad niecatkowity przyjmuje
catkowitg warto$¢ 7 = 1 (jest to szczegdlny przypadek takiej pochod-
nej przy przyjeciu zatozenia, ze rachunek utamkowy pochodnych jest
uogdlnieniem rachunku pochodnych z definicji Leibniza), nie oznacza

to jednoznacznie, ze pochodna niecatkowitego rzedu D (t) jest
odpowiednikiem pochodnej pierwszego rzedu f(l)(t). Niezalez-
nos¢ liczby iteracji p od rzedu n powoduje, Ze moze istnie¢ po-
chodno-catka rzedu 7 = 1 o liczbie iteracji p = 1 (jak klasyczna po-
chodna Leibniza), jak réwniez pochodno-catka o inngj liczbie iteracji
p > 1. Jednoczes$nie moga tez istnie¢ pochodno-catki o statej liczbie
iteracji p i dowolnej roznej od siebie wartosci rzedu 7. Ta niedoktad-
no$¢ w zapisie sprawia, ze nie mozna jednoznacznie fizycznie inter-
pretowaé pochodno-catki Griinwalda-Letnikova.

1. Niejednoznacznos$¢ zapisu dodatniej pochodno-catki
Griinwalda-Letnikova

Rozpatrzmy pochodng n--tego rzedu zdefiniowang bezposred-
nio:
fO Dt +dty— £ (r) )

dt"

oraz jej odpowiednik dodatniej pochodno-catki Griinwalda-Letnikova
zapisany wzorem (3).

Dla =1, 2, 3, ... dodatnia pochodno-catka (3) przyjmuje warto-
§ci pochodnej (4). W przypadku, gdy n> 1, to rzad (77 - 1) przyjmuje
warto$ci dodatnie. Brak jednak ograniczen w wartosci 7 moze pro-
wadzi¢ do niejednoznacznosci zapisu, gdyz zaktadajac, ze p moze
mie¢ dowolng wartos¢, to dla p= 1 7 = 2, wzor (3) przyjmuje forme
rbzng od rzeczywistej wartosci pochodnej catkowitego rzedu:

f(M(t) = lim
() dt—0

q7
DA (t)=——f(t)
dt”

n=2
1 rE _
. Ym0 TG f(t+@—m)dt) (5)
dt—0 dt?
_ lim f(t)—2f(t—dt)
dt—0 dt?

Wynik obliczen z wzoru (5) cho¢ poprawny, to w swym zapisie
moze rodzi¢ nieporozumienia, gdyz lewa strona sugeruje, ze mamy
do czynienia ze specjalnym przypadkiem pochodno-catki, ktdra jest
co do znaczenia drugg pochodna, a rzeczywisci jest to dodatnia po-
chodno-catka rzedu 7 = 2, ktérg nie mozna interpretowac jak po-
chodng catkowitego rzedu n = 2:



f@(t)=
i £ (© = 2f (t—dt) + f(t - 2df) (6)
dt->0 dt2

Prawidtowa warto$¢ iteracji we wzorze (5) powinna wiec wynosi¢
2. Zapis rzedu po lewej stronie pochodno-catki Griinwalda-Letnikova
(5) nie ma wiec zwigzku z zapisem pochodnej w zapisie Leibniza (6),
a tym samym moze to rodzi¢ nieporozumienia zwigzane z jgj fizyczng
interpretacjg w nawigzaniu do znanych interpretaciji ,klasycznych” po-
chodnych wyzszych rzedéw, np.: w wyznaczaniu predkosci porusza-
jacego sie obiektu jako pierwszej pochodnej drogi i przyspieszenia
jako jej drugiej pochodne;j.

W zwigzku z tak niejednoznacznym zapisem proponuje
sie w zapisie pochodno-catki Griinwalda-Letnikova uwzglednienie
krotnosci iteracji p jako wyznacznika sensu pochodno-catki i tak dla
rzedu n w sensie pochodnej rzedu p ma ona zapis:

d P
Py 2
FeN@) = 10
(7 +1) (7)
P f(t —m)dt
i m:Om!r(n_m+1) ( +(p ) )
= lim
dt—0 dt”
Inny proponowany zapis pochodno-catki to:
¢DG f (1) (8)

gdzie: 77 - rzad pochodno-catki,
p — rzad pochodnej catkowitej (rzad odniesienia, ktory stanowi
baze do interpretacii),
t, - punkt wyznaczania pochodno-catki zmiennej niezalezne; t,
dt - przyrost (interwat) zmiennej niezaleznej,
f(t) - funkcja zmiennej niezaleznej t.

Z formalnego punktu widzenia proponowany zapis pochodno-
catki Griinwalda-Letnikova (7-8) nadaje przestanki w postaci rzedu
pochodnej p do jej fizycznej interpretacji w nawigzaniu do znanych
interpretaciji ,klasycznych” pochodnych.

2. Interpretacja dodatniej pochodno-catki Griinwalda-Letnikova
w odniesieniu do twierdzenia Lagrange’a
Niech (1, ;) bedzie rzedem pochodno-catki w zakresie pierwszej
pochodnej oraz 77 bedzie parametrem zmiennej niezaleznej zgodnie
z oznaczeniami wprowadzonymi w réwnaniach (7) i (8). Dodatnia po-
chodno-catka Griinwalda-Letnikova w zakresie pierwszej pochodne;
ma wtedy postaé:

dt7
@) 3y —
AORS=- {0

_ i €+ dt) 77 (1) o)
dt—0 dt”
Niech:

dt”  (0,dt) (10)
oraz

t, = (t+dt)—dt”

gdzie: t, jest wartoscig, dla ktorej 7 (t) = f (t,)

(11)

Funkcje f mozna interpretowaé, jako cigg zmierzonych warto-

§ci otrzymanych w wyniku procesu prébkowania wielkosci mierzonej,
co czas probkowania dt. Warto$¢ f (t,) =7f (t) jest wtedy osza-

cowang wartoscig wielko$ci mierzonej w punkcie t, zmienngj nieza-

leznej, ktéra jest momentem czasu zawartym w przedziale czasu
prébkowania dt .
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Zrys. 1 wynika, ze pochodno-catke rzedu (1,77 ) opisuje tangens
kata « zawartego pomiedzy sieczng poprowadzong miedzy punk-
tami f(t,) i f(t+dt), aosig zmiennej niezaleznej. W sensie no-

tacji Leibniza, pochodno-catka rzedu (1,77 ) jest pierwsza pochodng
funkcji f w punkcie tn , gdzie przyrost wielkoSci niezaleznej i war-
toS¢ funkcji f sq zwigzane parametrem 7, a wartosé f(t,) jest
estymowana iloczynem 7 - f (t) . Poniewaz f(t,) nie jest warto-
§cig znang z pomiaréw, a estymowanag, to dla jasno$ci zapisu ozna-

cza si¢ jg przez % t,).
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Rys. 1. Interpretacja pochodno-catki Griinwalda-Letnikova

Z wzoru dodatniej pochodno-catki Griinwalda-Letnikova w zakre-
sie pierwszej pochodnej (9) wynika, ze dla 7 spetniajacych zaleznos¢
(11), wartosc f(t,) estymuje wartosc funkcji f dla zmiennej nie-
zaleznej t, z przedziatu (t,t + dt) . Wynikatoby z tego, ze estymo-

wane wartosci ¥(t,7) dla kazdej wartosci t,, z tego przedziatu skta-
dajg sie wiec na szacowane punkty charakterystyki funkcji f pomie-
dzy wartosciami f (t+dt) i f(t).

Przyktad

Prze$ledzmy pochodno-catke Griinwalda-Letnikova dla wybra-
nych f(t), f(t+dt) i réznych dt (rys. 2): {f(t)=1;
f(t+dt)=2, dt; =0,5; dt, =0,01; dt; =0,001}.

Z wzoru opisujacego dodatnig pochodno-catke Griinwalda-Letni-
kova (9) wynika, ze zaleznos¢ f (t,) =7f (t) jest swego rodzaju es-
tymatorem nieznanych wartosci funkcji f . Na rys. 3 pokazano wy-

znaczone ich wartosci z zaznaczonymi danymi wcze$niej warto-
$ciami. Z przebiegu charakterystyk na rys. 3 wynika, ze im mniejszy
przyrost funkcji dt, tym doktadno$¢ estymacii stabnie w miare zbli-
Zania si¢ do punktu f (t+dt).

Na rys. 4 i 5 pokazano charakterystyki pochodno-catki Griin-
walda-Letnikova oraz rézniczki wyznaczonej na wartosciach skraj-
nych f(t) i f(t+dt).Ztwierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej
wynika, ze istnieje taki punkt w przedziale (t,t+dt), dla ktérego
rdzniczka wyznaczona na krancach badanego przedziatu i pierwsza
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pochodna w tym punkcie sg sobie réwne. Przenoszac to twierdzenie
na dodatnig pochodno-catke Griinwalda-Letnikova to powinna by¢
spetniona réwno$¢ wartosci rézniczki i dodatniej pochodno-catce
Grinwalda-Letnikova w punkcie t, z przedzialu (tt+dt).

Na charakterystyce pochodno-catki w funkcji t , bedzie to punkt oraz

punkt (t,, f(t)) , W ktérym przecinajq sie prosta reprezentujgca roz-

Zrys. 4 wynika, ze w przypadku dodatniej pochodno-catki Griin-
walda-Letnikova w zakresie pierwszej pochodnej, twierdzenie La-
grange’a o wartosci $redniej nie jest spetnione we wszystkich prezen-
towanych przypadkach (dla dt=0,5). Narys. 5 pokazano przykfad,
gdzie dla danych f(t)=2 i f(t+dt) =1 twierdzenie to nie jest w

zadnym przypadku przyrostu dt spetnione.

f,(t=0)=1,f (t+dt) = 2

< 10% dt = 0.001
6 : : :
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Rys. 2. Znane punkty funkcji f (t) i punkty estymowane
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Rys. 3. Przebieg estymacji f (t,) = 7f (t—dt)
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Rys. 4. WartoSci pochodno-catki Griinwalda-Letnikova dla danych z
przyktadu i réznych warto$ciach dt
f,(t=0) = 2, f,(t+dt) = 1
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Rys. 5. Pochodno-catka Griinwalda-Letnikova nie spetniajgca twier-
dzenia Lagrange’a o warto$ci Srednie;



Spetnienie twierdzenia Lagrange’a o wartoci $redniej wymaga
spetnienia rownosci:
ft+dt)—f(t) _lim f(t+dt)—7f (1)
dt dt—0 dt”
Jego rozwigzaniem wzgledem rzedu 7 jest zalezno$¢:
]7 =

(11)

ft+dt)

ft)- ft+dtdt '® Jogdt
wl - (FO-f+ f)(t) og (12)
f(t+d)
f(t) log dt

gdzie W jest funkcjg Lamberta.

Podsumowanie

W rozdziale 1 artykutu zaprezentowano problem matematycznej
i fizycznej interpretacji pochodno-catki Griinwalda-Letnikova wynika-
jacy z jej nieprecyzyjnego zapisu, w ktérym nie ma jasno okre$lonego
odniesienia do pochodnej w zapisie Leibniza. Ten brak rodzi pro-
blemy zwigzane z interpretacja pochodno-catki, co pokazano na przy-
ktadzie obliczeniowym. W zwigzku z nieprecyzyjnym zapisem zapro-
ponowano nowy zapis pochodno-catki  Griinwalda-Letnikova
uwzgledniajacy odniesienie do rzedu catkowitego pochodnej Leib-
niza, ktory bytby wyznacznikiem jej matematyczne; i fizycznej inter-
pretacji w przypadku niecatkowitych rzedéw.

W rozdziale 2 pokazane zostato na przyktadzie, ze pochodno-
catka Griinwalda-Letnikova nie we wszystkich przypadkach spetia
twierdzenie Lagrange’a o warto$ci $redniej, tym samym trudna jest
jej fizyczna i matematyczna ogdlna interpretacja. Spetnienie tego
twierdzenia wzgledem dodatniej pochodno-catki wigze sie z rozwia-
zaniem réwnania z czterema zmiennymi (11), z ktérych dwie (dt i 7)
s zalezne od siebie, a jego rozwigzaniem wzgledem zmiennej nie-
catkowitego rzedu jest zalezno$¢ w funkcji Lamberta (12).
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Ambiguous notation of Griinwald-Letnikov differintegral

The paper discussed the problem of Griinwald-Letnikov differintegral
notation in which non-integer order can be incorrectly interpreted as
a higher or lower order derivative. Taking the problem into consider-
ation the author’s proposal is new notation of differintegrals.
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