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W artykule omówiono prace dotyczące tematyki obciążeń rucho-
mych na belkach płytach i powłokach w polskiej literaturze. Omó-
wiono większość opracowań, w których Autorzy analizowali rucho-
me obciążenia inercyjne oraz bezinercyjne. Przedstawiono prace 
zawierające rozwiązania analityczne jak również prace, w których 
do rozwiązania zadania wykorzystano metody komputerowe. Załą-
czony wykaz publikacji z literatury przedmiotu zawiera 202 pozycje. 

Słowa kluczowe: obciążenia ruchome, obciążenia inercyjne, obciążenia 
nieinercyjne, belki, płyty, powłoki, modele podłoża gruntowego. 

Wstęp 
Do chwili obecnej w języku polskim ukazało się 6 prac przeglą-

dowych dotyczących obciążeń ruchomych. Autorem pięciu z nich 
jest Szcześniak [1-5]. Opracowania [1, 2], w których omówiono 
łącznie 380 publikacji dotyczą belek i płyt. Praca [3] jest poświęcona 
zagadnieniom podłoży sprężystych i omówiono w niej 280 pozycji 
literatury, z których większa część dotyczy obciążeń ruchomych. W 
[4] omówiono 100 prac z zakresu obciążeń ruchomych na powło-
kach. Należy odnotować również opracowanie Langera [6], które 
dotyczy przede wszystkim przeglądu publikacji Ośrodka Wrocław-
skiego. Niniejszy artykuł stanowi rozszerzenie i uzupełnienie [5]. 

1. Model ciągły, analityczne metody rozwiązania 
Historia ruchomych obciążeń w Polsce sięga czasów przedwo-

jennych. Pierwsze pionierskie prace wiążą się z nazwiskiem Alek-
sandra Wasiutyńskiego [7-9]. Istotą tych prac są badania terenowe 
ugięcia szyny kolejowej i podtorza pod przejeżdżającym z różnymi 
prędkościami parowozem oraz przy statycznym działaniu lokomoty-
wy. Te pionierskie prace odnotował Timoshenko w monografii o 
historii wytrzymałości materiałów [10]. 

W okresie powojennym nastąpił gwałtowny wzrost zaintereso-
wania polskich autorów tą tematyką. Pierwszymi publikacjami były 
opracowania Naleszkiewicza [11], Piszczeka [12], Kączkowskiego 
[13-15], Reiperta [16, 17] i [91], Szcześniaka [18-32] oraz [126, 
127], Śniadego [33], [43,44], [46], [51-56], [61-63], Żyszki [38, 39], 
Langera [6], [83], [85-88], [96-98], [101-105], [107, 108][110]. [113-
115], [118-119], Klasztornego [95], [109], [111, 112]. Ruchome 
obciążenia były również przedmiotem badań Bogacza [67-75], [79-
82], Krzyżyńskiego [73], Rozenbajgier [75], [77-78], Borowicza [84], 
[92-94], [99-100], [106], [117], [123] i wielu innych. Pierwsze polskie 
opracowania [13] dotyczyły analizy dynamicznej belki przegubowo 
podpartej obciążonej ruchomą siłą skupioną. Wykorzystując idee 
metody ugięć walcowych Autor znalazł całkę szczególną w za-
mkniętej postaci. Na dowolną konstrukcję prętową metodę tę uogól-
nił Reipert [16, 17]. Ruchome obciążenia były również przedmiotem 
rozważań w wielu pracach Śniadego [33], [43-47], [61,63], który na 
innej drodze znalazł całki szczególne, przy różnych obciążeniach 
belki, w postaci form zamkniętych. Badacze ci nie zauważyli jednak 
opracowania monograficznego Kryłowa z 1913 r, który pierwszy, 
jeszcze inaczej uzyskał rozwiązanie zamknięte dla liny i belki. 

Szcześniak w pracach [18-32] zajmował się belkami i płytami spo-
czywającymi na różnych podłożach sprężystych przy bezinercyjnych 
i inercyjnych obciążeniach ruchomych. Praktyczne aspekty obcią-
żeń dynamicznych na mostach były rozważane przez Głomba [48], 
Jendrzejka [42], [49], Bielewicza [58, 59], Ciesielskiego i innych 
[60], Strzyżakowskiego [65], Skarżyńskiego [36], Trojana [41]. Za-
gadnieniem drgań ustalonych w nieskończenie długich belkach na 
podłożach sprężystych zajmował się przede wszystkim Bogacz [67-
83], Kaliski [34], Frąckiewicz [66], Szcześniak [22], Rączka [37], 
Żyszko [39], Jarzyński [40], Klasztorny [89] i inni. W pracach anali-
tycznych do rozwiązania problemu stosowano transformacje całko-
we, metodę Bubnowa-Galerkina, równania całkowe i inne. 

2. Model dyskretny, komputerowe metody rozwiązania 
Zastosowanie metod komputerowych do zagadnień obciążeń 

ruchomych w Polsce wiąże się z nazwiskiem J. Langera. Jak pisze 
sam Langer w pracy przeglądowej [6] z 1982 roku z początkiem lat 
siedemdziesiątych w Ośrodku Wrocławskim podjęto próbę sformu-
łowania takiej metody, która mogłaby być przystosowana do analizy 
dynamicznej modeli odwzorowujących różnorodne obiekty rzeczy-
wiste jak mosty drogowe i kolejowe typu belkowego, kratownicowe-
go, wiszącego, płyty izotropowe, ortotropowe i inne. Taką metodą 
okazała się metoda aproksymacji globalnej Ritza-Lagrange’a. do 
zasadniczych cech tej metody można zaliczyć: aproksymacyjny opis 
stanu przemieszczenia układu, sprowadzenie zadania do macie-
rzowego zwyczajnego równania różniczkowego o stałych lub 
zmiennych współczynnikach, komputerową realizację rozwiązania z 
numerycznym całkowaniem równań ruchu. Równanie różniczkowe 
problemu inercyjnego obciążenia ruchomego na belce lub płycie jest 
następujące 
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W metodzie aproksymacji globalnej zasadniczą rolę odgrywa 
tzw. ugięcie śledzące 
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Układ równań (1) całkuje się różnymi metodami numerycznymi. 
W takim podejściu łatwo uwzględnić dodatkowe masy ruchome w 
formie oscylatorów jedno, dwu czy wielomasowych. 

Pozycje literatury poświęcone komputerowym metodom rozwią-
zywania problemów ruchomych obciążeń na belkach i płytach są 
dość liczne w prezentowanym zbiorze [83-134]. Pojawienie się w 
końcu lat pięćdziesiątych komputera spowodowało w dynamice 
konstrukcji pod obciążeniami ruchomymi przewartościowanie metod 
obliczeniowych w kierunku algorytmizacji przebiegu procesu obli-
czeniowego oraz znalezienie modelu adekwatnego do tej techniki. 
Takim skutecznym modelem ośrodka ciągłego stał się model dys-
kretny, jako jedyny pozwalający, na ogół przy skomplikowanej geo-
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metrii konstrukcji, prowadzić obliczenia z wystarczającą dokładno-
ścią w odniesieniu do praktyki inżynierskiej. Stosowane metody 
rozwiązania zagadnień ruchomych obciążeń są następujące: 
– metoda aproksymacji globalnej, 
– metoda elementów skończonych i jej odmiany, 
– metoda elementów brzegowych, 
– metoda macierzy przeniesienia, 
– metoda różnic skończonych w odniesieniu do różniczkowego 

równania ruchu. 
Metoda elementów skończonych w zastosowaniu do problemu 

ruchomych bezinercyjnych oraz inercyjnych obciążeń jest przedmio-
tem rozważań w pracach Borowicza [84], [92-94], [99, 100], [106], 
[117], [123] i Borkowskiego [13028]. Metoda różnic skończonych 
była przedmiotem rozważań w pracy Gałeckiej i Reiperta [91] oraz 
Szcześniaka [19]. 

W latach 1994-2018 obserwuje się w publikacjach polskich Au-
torów dalsze zainteresowania problematyką ruchomych obciążeń. 
Są to prace [133]-[202], których wykaz przedstawiono w kolejności 
chronologicznej. Tematyka tych pozycji obejmuje głównie obciąże-
nia inercyjne, wpływ dużej siły osiowej, wpływy różnych modeli 
podłoża sprężystego, duże prędkości współczesnych pociągów, 
zastosowania metody MES, zmiennej prędkości ruchomego obcią-
żenia i inne. 

Przykładowo w pracach [185, 186] rozważano belkę Eulera na 
podłożu inercyjnym Własowa pod półnieskończonym obciążeniem 
ruchomym (rys. 1), wyznaczając w pierwszej kolejności wyrażenie 
na ugięcie belki od ruchomej siły skupionej P : 
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Rys. 1. Belka Bernoulliego-Eulera z dużą siłą osiową na inercyjnym 
podłożu Leonteiwa-Własowa pod ruchomym półnieskończonym 
obciążeniem ciągłym [185, 186] 

 
Następnie wykorzystując rozwiązanie (1) uzyskano rozwiązanie 

w przypadku ruchomego obciążenia ciągłego półnieskończonego: 
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Podsumowanie 
W artykule omówiono większość polskich opracowań, w których 

autorzy analizowali ruchome obciążenia inercyjne oraz bezinercyj-
ne, w postaci siły skupionej, obciążenia rozłożonego, masy skupio-
nej lub grupy mas oraz oscylatorów. Przedstawiono prace zawiera-
jące rozwiązania analityczne jak również te, w których do rozwiąza-
nia zadania wykorzystano metody komputerowe. W wielu omawia-
nych pracach autorzy analizują belki, płyty i powłoki spoczywające 
na podłożach odkształcalnych. Zadania takie mają szerokie zasto-
sowanie w mechanice nawierzchni drogowych, lotniskowych i kole-
jowych. Wiele z wymienionych prac dotyczy dynamiki mostów. 
Oddzielną grupę publikacji stanowią prace poświęcone zagadnie-
niom dużych prędkości współczesnych pociągów. 

Należy zauważyć, że wkład polskich autorów do literatury 
przedmiotu jest znaczący. 
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Survey of publications by Polish authors  
in the field of moving loads on engineering structures 

In the paper survey of Polish literature concerning moving loads is 
presented. In most of these studies the authors analysed moving 
inertial loads and moving massless loads. Works presenting analyti-
cal solutions as well as works in which computer methods were 
used to solve the problem were presented. An extensive list of 
publications on the related literature, attached to the paper contains 
202 items. 
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