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W pracy opisano zjawisko koincydencji oraz podano uproszczone 
wzory teoretyczne pozwalające na wyznaczenie częstości krytycz-
nej, nierozerwalnie związanej ze zjawiskiem koincydencji. Zrozu-
mienie zjawiska koincydencji oraz znajomość częstotliwości kry-
tycznej są niezbędne przy analizie dynamiki każdego panelu, który 
jest lub może być pobudzany falą akustyczną. W pracy wyprowa-
dzono zależności pozwalające na wyznaczenie częstości krytycznej 
w przypadkach gdy panel modelowany jest jako płyta cienka (model 
Kirchhoffa-Love’a) i płyta gruba (model Mindlina – Reissnera). 
Zaprezentowano przebiegi zmian wartości częstotliwości krytycznej 
w funkcji grubości panelu dla różnych materiałów często wykorzy-
stywanych na konstrukcje obudów izolacyjnych maszyn (izolacja od 
hałasu maszyny).  

Słowa kluczowe: izolacyjność akustyczna, koincydencja, modelowanie, 
częstotliwość krytyczna. 

Wstęp 
Zrozumienie zjawiska koincydencji oraz znajomość częstotliwo-

ści krytycznej są niezbędne przy analizie dynamiki każdego panelu, 
który jest lub może być pobudzany falą akustyczną. Ze względu na 
zainteresowania autora praca ograniczona jest do paneli, które są 
częściami obudów izolacji akustycznej maszyn i/lub urządzeń. 
Zastosowanie jakiejkolwiek tego typu obudowy spowoduje zmniej-
szenie energii akustycznej (hałas) emitowanej przez maszynę. 
Własność materiału, która opisuje to zmniejszenie oraz jej wartość 
w funkcji częstotliwości wymuszenia nazywa się izolacyjnością 
akustyczną. Niestety w pewnym zakresie częstotliwości i konkret-
nych kątów padania fali akustycznej następuje znaczne zmniejsze-
nie izolacyjności akustycznej [6] (dla konkretnej jednej częstotliwo-
ści i kąta padania fali izolacyjność akustyczne jest równa zero tj. 
układ zachowuje się tak jakby nie było żadnej obudowy). To zjawi-
sko obniżenia izolacyjności akustycznej panelu nosi nazwę zjawiska 
koincydencji. Zjawisko to związane jest bezpośrednio z częstotliwo-
ścią krytyczną fc. W pracy wyznaczono częstotliwości krytyczne 
sześciu różnych materiałów stosowanych w konstrukcjach obudów 
izolacyjnych modelując panel (jedną płaską ścianę obudowy) jako 
płyta cienka (model Kirchhoffa-Love’a) i płyta gruba (model Mindlina 
– Reissnera). Wynika analizy zaprezentowano w postaci charakte-
rystyk zmian częstości krytycznej w funkcji grubości panelu. 

1. Częstotliwość krytyczna  
W przypadku gdy element mechaniczny np. panel jest pobu-

dzany do drgań poprzez falę akustyczną wystąpić może zjawisko 
koincydencji. Zjawisko to można porównać do zjawiska rezonansu 
w układzie mechanicznym (należy  tylko pamiętać, że zjawisko 
koincydencji zależy również do kąta padania fali, o czym dalej), 
a odpowiednikiem częstości rezonansowej jest częstotliwość kry-
tyczna fc.  

Częstotliwość krytyczna to taka częstotliwość drgań dla której 
prędkość drgań giętnych panelu (w odróżnieniu od fali wzdłużnej 

prędkość fali giętnej zależy od częstotliwości drgań)  jest równa 
prędkości fali akustycznej wymuszającej drgania tego panelu. Jest 
to również teoretycznie największa wartość częstotliwości koincy-
dencji tj. dla fali padającej pod kątem prostym w stosunku do pane-
lu. Tą wartość należy nazwać teoretyczną ponieważ przy fali pada-
jącej prostopadle do panelu zjawisko koincydencji nie występuje.   

Znajomość częstotliwości krytycznej jest szczególnie istotna w 
przypadku analizy promieniowania dźwięku przez panel pobudzony 
do drgań przez falę akustyczną, czyli w przypadkach konstrukcji 
obudów dźwiękoizolacyjnych maszyn i urządzeń oraz innych barier i 
ekranów akustycznych. Charakterystyki amplitudowo-
częstotliwościowe dźwięku, który jest promieniowany przez panel 
zależy od tego czy częstotliwość wymuszającej fali akustycznej jest 
większa czy mniejsza od częstotliwości krytycznej.  

 
1.1. Panel modelowany jako płyta cienka 

W tym punkcie pracy wyznaczono częstotliwość krytyczną pa-
nelu modelowanego jako płyta cienka. Drgania własne takiej płyty 
opisane są równaniem  Kirchhoffa-Love’a w postaci: 
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gdzie: 
D - sztywność płytowa 
ρ - gęstość materiału przegrody 
h - grubość płyty (przegrody) 
 
Przyjmując rozwiązanie równania (1) w postaci: 
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gdzie:  

k=k+k yx

22
,  k to liczba falowa, a kx i ky to jej składowe na 

kierunkach odpowiednio x i y  

Liczba falowa odpowiadająca częstości ω zdefiniowana jest za-

leżnością: 

c

ω
=k  (3) 

 
gdzie: 
k – liczba falowa  
ω – częstość akustycznej fali wymuszającej  
c – prędkość fali akustycznej  
 
Liczba falowa jest miarą liczby fal (pełnych sinusów) w jednost-

ce długości analizowanego obszaru. 
Wstawiając rozwiązanie (2) do równania (1) otrzymuje się: 
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stąd: 

D
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 (5) 

 
Z równania (5) wyznaczyć można prędkość fali giętnej w pane-

lu, który modelowany jest jako płyta cienka: 

ρh
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Z definicji częstotliwości krytycznej wynika, że prędkości fali 

akustycznej jest równa prędkości fali giętnej [5]: 

c=cb  (7) 

 
 stąd częstotliwość krytyczną wyznacza się z zależności: 
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W literaturze można również znaleźć wartość częstotliwości kry-

tycznej w funkcji prędkości drgań wzdłużnych cl w postaci [1,4]: 
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 gdzie: 

cl – prędkość fali wzdłużnej ρE=cl /  

h – grubość płyty (analizowanego panelu) 
 
Wzory (8) i (9) jednoznacznie wskazują, że częstotliwość kry-

tyczna jest funkcją  stałych materiałowych i grubości panelu. 
Na rys 1-4 przedstawiono zmiany częstotliwości krytycznej w 

funkcji grubości panelu dla 4 różnych materiałów wykorzystywanych 
do konstrukcji obudów maszyn i urządzeń. Dane materiałowe za-
czerpnięto z pracy [7]. 

 
Rys. 1. Zmiana czętotliwości krytycznej w funkcji grubości panelu 
wykonanego ze stali 

 
 

 
Rys. 2. Zmiana czętotliwości krytycznej w funkcji grubości panelu 
wykonanego z aluminium 

 

 
Rys. 3. Zmiana czętotliwości krytycznej w funkcji grubości panelu 
wykonanego z betonu 

 

 
Rys. 4. Zmiana czętotliwości krytycznej w funkcji grubości panelu 
wykonanego z plexiglassu 
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1.2. Panel modelowany jako płyta gruba  
Przegrodę modelować można również jako płytę grubą czyli 

wykorzystać model Mindlina – Reissnera, w którym uwzględnia się 
dodatkowo naprężenia styczne i odkształcenia postaciowe. Dyna-
miczne równanie ruchu takiej płyty ma postać: 
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gdzie: G - moduł Kirchhoffa, pozostałe oznaczenia jak wyżej. 
Wykorzystując rozwiązanie równania (10) w takiej samej postaci 

jak dla płyty cienkiej czyli: 

 
ykx

W=ty,x,w yx
kiωω 

e  (11) 

 
gdzie:  

k=k+k yx

22
,  k to liczba falowa, a kx i ky to jej składowe na 

kierunkach odpowiednio x i y  
 

wyznaczyć można prędkość fali giętnej w płycie modelowanej rów-
naniami Mindlina – Reissnera. Prędkość dana jest zależnością: 
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Częstotliwość krytyczną wyznaczyć można z zależności: 
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Na rys 5-8 przedstawiono zmiany częstotliwości krytycznej w 

funkcji grubości panelu dla 6 różnych materiałów wykorzystywanych 
do konstrukcji obudów maszyn i urządzeń. 

 
Rys. 5. Zmiana czętotliwości krytycznej w funkcji grubości panelu 
wykonanego ze stali 

2. Zjawisko koincydencji 
Zjawisko koincydencji występuje wtedy, gdy prędkość fali giętej 

w płycie (panelu) jest równa składowej równoległej do powierzchni 
płyty prędkości fali dźwiękowej padającej na płytę pod kątem θ, jak 
to pokazano na rys.9. 

Zjawisko koincydencji występuje więc pod warunkiem, że: 

 
bλ

λ
=θsin  (14) 

gdzie: 

λ – długość fali w powietrzu 

λb – długość fali giętnej w analizowanym panelu. 

 

 
Rys. 6. Zmiana czętotliwości krytycznej w funkcji grubości panelu 
wykonanego z aluminium 

 

 
Rys. 7. Zmiana czętotliwości krytycznej w funkcji grubości panelu 
wykonanego z betonu 

 

 
Rys. 8. Zmiana czętotliwości krytycznej w funkcji grubości panelu 
wykonanego ze szkła kszemowego 
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Rys. 9. Schematycznie objasnienie zjawiska koincydencji 
 
Wynika stąd, że dla pewnej częstotliwości i przy określonym ką-

cie padania drgania giętne panelu są wzmacniane i energia aku-
styczna będzie transmitowana przez ten panel prawie bez tłumienia. 
Innymi słowy dla tej częstotliwości i kąta padania fali (zależność 
opisana równaniem (14))  izolacyjność akustyczna panelu (obudo-
wy, bariery, ekranu akustycznego) jest równa zero. 

Częstotliwość koincydencji w funkcji kąta padania wymuszającej 
fali akustycznej wyznaczyć można z zależności: 

 θ
f

=f c
k 2sin

 (15) 

 
gdzie:  
fk – częstotliwość koincydencji 
fc – częstotliwość krytyczna dana zależnością (8) lub (13) 

θ – kąt padania fali akustycznej liczony do normalnej do panelu. 

 
Na rys 10 przedstawiono funkcję zmiany wartości częstotliwości 

krytycznej w zależności od kąta padania fali. Charakterystykę na 
rys. 10 wyznaczono dla częstotliwości krytycznej równej 1. 

 
Rys. 10. Zmiana częstotliwości koincydencji w funkcji kąta padania 
fali akustycznej 

 
Jeżeli panel znajduje się w polu rozproszonym, gdzie możliwe 

są wszystkie kąty padania θ, zmniejszenie izolacyjności w wyniku 
zjawiska koincydencji może wystąpić w dość szerokim zakresie 
częstotliwości. Umiejscowienie zaniżenia izolacyjności w określo-
nym paśmie częstotliwości oraz wartość tego zaniżenia zależy nie 
tylko od masy przypadającej na jednostkę powierzchni przegrody, 
lecz również w poważnym stopniu od sztywności dynamicznej B 
przegrody na zginanie, a zatem od grubości przegrody i od właści-
wości fizycznych materiału, z którego wykonana jest przegroda. 

Podsumowanie 
W pracy opisano zjawisko koincydencji oraz sposoby wyzna-

czania częstotliwości krytycznej, które są niezbędne przy analizie 
dynamiki każdego układu mechanicznego, który jest lub może być 
pobudzany falą akustyczną. Wyznaczono charakterystyki zmian 
wartości częstotliwości krytycznej w funkcji grubości panelu. Panel 
modelowano jako płyta cienka opisana równaniami Kirchhoffa-
Love’a) i jako płyta gruba  - model Mindlina – Reissnera. Przebiegi 
charakterystyk pokazanych na rys 1-7 nie wykazują istotnych róż-
nych w wyznaczonych wartościach w przypadkach obu modeli.  

Zjawisko koincydencji występuje tylko dla określonych kątów θ 
przy spełnieniu warunku c ≥ cg. Wpływa ono na wartość impedancji 

wejściowej płyty, co z kolei rzutuje na izolacyjność akustyczną płyty 
– ulega ona znacznemu pogorszeniu zależnie od współczynnika 
tłumienia wewnętrznego η materiału, z którego płyta jest wykonana 
(teoretycznie może zmniejszyć się do zera). Powinno się więc dążyć 
do tego, aby zaniżenie izolacyjności wynikające ze zjawiska koincy-
dencji znajdowało się poza zakresem rozpatrywanym, np. w paśmie 
częstotliwości poniżej 100 Hz lub powyżej 5000 Hz.  
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Theoretical analysis of cioncidence phenomenon and critical 
frequency determination of acoustc isolation panels  

Critical and coincidence frequencies of panels are important in 
studying their behaviour under acoustic excitation Expressions for 
critical and coincidence frequencies of thin and thick homogeous 
isotropic panels are derived. Characteristics of critical frequency 
values in functon of panel thickness for five different construction 
materials are shown. 

Keywords: coincidence phenomenon, Kirchhoff-Love plate,  Mindlin – 
Reissner plate, critical frequency. 
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