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W artykule przedstawiono analize wtasciwosci dynamicznych ukfa-
déw pneumatycznych takich jak: kaskadowego potgczenia mem-
branowych przetwornikéw cisnienia oraz membranowego sitownika
pneumatycznego za pomocq réwnan rdzniczkowych catkowitych
rzeddw oraz réwnarn rdzniczkowych z pochodnymi niecatkowitych
rzeddw. Analizowane ukfady zostafy opisane w ujeciu czasowym, za
pomocq charakterystyki skokowej oraz w ujeciu czestotliwoSciowym
za pomocgq charakterystyk Bodego . logarytmicznej charakterystyki
amplitudowej i fazowej. Kazda charakterystyka wyznaczona zostafa
na podstawie réwnania rézniczkowego z pochodnymi niecatkowite-
9o rzedu. Do wyznaczenia charakterystyk niezastapionym narze-
dziem programistycznym byt interaktywny pakiet Simulink zbudo-
wany na bazie programu MATLAB, ktéry umozliwia analize i synte-
ze ciggtych uktadéw dynamicznych.

Stowa kluczowe: kaskada pneumatyczna, rachunek rozniczkowy niecat-
kowitych rzedow, sitownik pneumatyczny.

Wstep

W artykule przedstawiono analize matematyczng kaskady
pneumatycznej oraz membranowego sitownika pneumatycznego
opisane rachunkiem rozniczkowym niecatkowitych rzedéw (ang.
fractional calculus) [5], [6], [7], [8], [9] oraz [10].

Wyprowadzono réwnania rozniczkowe catkowitego i niecatko-
witego rzedu ina ich podstawie wyznaczono réwnania opisujgce
charakterystyki czasowe (impulsowe i skokowe) oraz czestotliwo-
Sciowe (logarytmiczne charakterystyki amplitudowe i fazowe) dla
kazdego badanego ukifadu pneumatycznego [11]. Nastepnie doko-
nano symulacji wyprowadzonych réwnan wykorzystujgc oprogra-
mowanie Microsoft Excel oraz MATLAB&Simulink otrzymujac cha-
rakterystyki czasowe iczestotliwoSciowe badanych uktadéw dla
catkowitych i niecatkowitych rzedow [16], [17] oraz [18].

1.Model matematyczny kaskady pneumatycznej opisany
rachunkiem rézniczkowym niecatkowitych rzedow
Na Rys. 1. przedstawiono schemat analizowanej kaskady
pneumatycznej:
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Rys. 1. Schemat dwukomorowej kaskady pneumatycznej [11]

Na Rys. 2. przedstawiono schemat blokowy dwukomorowej kaskady
pneumatycznej:
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Rys. 2. Schemat blokowy dwukomorowej kaskady pneumatyczne;
[11]

Zaktadajac liniowo$¢ modelu réwnanie, opisujace dynamike
membranowego przetwornika ci$nienia, mozna zapisa¢ w postaci
uktadu réwnan rozniczkowych:

d?p,(t dp, (t
dtlz( ) + 251(01 dlt( ) + a)lz pl(t) = a)lz Py (t) (13)
d?p,(t dp, (t
pzz()+2§2w2 pZ()+a)zzp(t)=a)22p1(t) (1b)
dt dt
gdzie:
rad
@, ——
S /- pulsacja drgan wiasnych kolejnego elementar-

nego uktadu pneumatycznego,

Eo<l oo
— stopieh ttumienia kolejnego elementarnego uktadu
pneumatycznego wchodzacego w skiad kaskady pneumatyczne;.
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przy czym:
C 2,15
P [NS m ] - pojemno$¢ pneumatyczna w kolejnym
elemencie uktadu pneumatycznego;
L 3p L
P [m N ] — indukcja pneumatyczna w kolejnym elemen-
cie uktadu pneumatycznego;
R 5
- P [Nsm ] — opor przeptywu w kolejnym elemencie uktadu
pneumatycznego;
V [m3] o .
- — objeto$¢ kolejnej komory przetwornika,

m
S1- predkos¢ dzwieku w gazie wypetiajacym ukfad;
- I[m] — diugos¢ kolejnej rurki dolotowey;

- r[m] — promien kolejnej rurki dolotowej;
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esto$¢ gazu;
i

lepko$¢ dynamiczna.

Réwnania (1) zapisane za pomocg réwnan rdzniczkowych z po-
chodnymi niecatkowitych rzedéw przyjma postac:

(F;L szv p,(t) + 2&,0, R(If D/ p, () + wlz P (t) = a)lz P, (1)
R(IJ_DtZV P, (t)+ 28,0, RI(]: D, p, (t)+ a’z2 P, (t) =W, pl(t)
gdzie: V>0

Stosujac przeksztatcenie Laplace’a do réwnan (3), dla zerowych
warunkdw poczatkowych otrzymuije sie:

(SZV +280,8" + wlz)pl(s) = a)lz Po (S)
(32V +28,0,8" + wzz)pz(S) = w," py(s)

Skad otrzymuje sie transmitancje operatorowe niecatkowitego
rzedu analizowanego ukfadu pneumatycznego:

2
, s
Gl( )(S): pl( ): - ! . .
Po(s) s +25w5" +a,

2
Gz(v)(s)— pz(s) _ @,

(3)

(4)

(5)

- - 2
pl(s) s* + 28,0,8" + o,
Transmitancja operatorowa analizowanego uktadu przyjmie postac:
6¥(s)= P65,
po( )~°
G(“'(s): o0, (6)

s 1 (28,0, +22,0,)5" + (0 + 868,00, +0,) B + 2800, +25,070,F + o0,
Dla zaleznosci (6), otrzymuije sie transmitancje widmowg prze-
twornika:
G (jo)=

2 2
o, o,

" [cos(2zv)+ jsin(2zv)]+ (2,0, + 2,0, 0™ {cos[sz )+ j m(aﬂv)] +

2

+(o + 252,00, + (uzz)wz" [cos(zv)+ jsin(zv)]+ (7)

(Zflwlmz +2&,0, (4)2)@ {cos[ 2 J+ ]sm( 2 H+w1 0,

Dokonujac elementarnych przeksztatcen oblicza sie cze$¢ rze-
czywistg i urojong transmitancji widmowej niecatkowitych rzedéw:

G (jw)=P"(@)+ jQ" (@) (8)
gdzie:
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L2 )
PV ()

3w N
" cos(2mv)+ 28 w0 u)\l || 28 0,00 uM| ||m_ @’ cos(mv)+
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Znajac czest rzeczywisty i urOJonqtransmltancp widmowej prze-
twornika, mozna wyznaczy¢ réwnanie opisujace logarytmiczng,
charakterystyke amplitudowa;

L) =20log [P ()] +[QV ()} (1)

oraz réwnanie opisujace logarytmiczna charakterystyke fazowa;

w
o"(w)= arctg[Q(v)Ew;} -
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Uzywajac programu napisanego w $rodowisku MATLAB, ktory
wykorzystano do przeprowadzenia symulacji réwnan opisujacych
charakterystyki Bodego (11) i(12) membranowego przetwornika
ci$nienia, uzyskano logarytmiczne charakterystyki amplitudy i fazy
analizowanej kaskady pneumatycznej. Charakterystyki przedsta-
wione zostaly na Rys. 3. oraz Rys. 4..

Wyznaczone charakterystyki czestotliwosciowe (Rys. 3 oraz
Rys. 4) prawidtowo odzwierciedlajg dynamike modelu. Dla parame-

u V=1 logarytmiczna charakterystyka amplitudowa (Rys. 3) i
fazowa (Rys. 4) pokrywa sie ze znanymi charakterystykami cztonéw
oscylacyjnych 4 rzedu. Z charakterystyki amplitudowej (Rys. 3)
mozna  odczyta¢  spadek  wzmocnienia, ktéry  wynosi

—80dB/ dek , a z charakterystyki fazowej (Rys. 4) przesuniecie

fazowe P = —2r dia parametru ¥V = 1, a wiec tak jak jest w
klasycznym cztonie oscylacyjnym 4 rzedu.

Z analizy charakterystyk czestotliwosciowych (Rys. 3 oraz Rys.
4) wynika, ze pulsacja rezonansowa zalezy od parametru V', a wiec
od rzedu rozniczki, w réwnaniu rézniczkowym opisujacym badany
uktad. Zmniejszajac rzad zwieksza sie pulsacja rezonansowa. Prze-
suniecie fazowe uktadu jest tym mniejsze im mniejszy jest rzad
rézniczki.
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Kaskada t;1 =02, |;2 =02, = 100 rad, oy = 100 rad
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Rys. 3. Logarytmiczne charakterystyki amplitudowe kaskady pneu-
matycznej opisanej za pomocg réwnania rézniczkowego z pochod-
nymi niecatkowitego rzedu dla parametru V' z zakresu (0,8-1)
[opracowanie wtasne autordw artykutu]
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Rys. 4. Logarytmiczne charakterystyki fazowe kaskady pneuma-
tycznej opisanej za pomoca réwnania rézniczkowego z pochodnymi
niecatkowitego rzedu dla parametru V' z zakresu (0,8-1) [opraco-
wanie wtasne autoréw artykutu]

2.Model matematyczny membranowego sitownika
pneumatycznego opisany rachunkiem rézniczkowym
niecatkowitych rzedow

Rys. 5. Sitownik pneumatyczny membranowy [11]

Na podstawie zasad Newtona mozna zapisac:

2
m dd:/z(t) +R dzit) +Cy(t) = Ap, (t) (13)

gdzie:

Po [Pa] — cinienie wejciowe (wymuszenie);
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Alm?]

— powierzchnia czynna membrany;

- m[kg] - masa ukfadu ruchomego;

C [Nm N ] — wspdtczynnik sztywnos$ci sprezyny;
R[Nsm B ] — wspdtczynnik tarcia lepkiego;

— y[m] — przesuniecie trzpienia sitownika.

Jezeli tumienie uktadu 5 < 1, to R<2vmC .

Uogolniajac rownanie (5.36), otrzymuje sie:

mg D2 y(t) +R%Dy y(t) + Cy(t) = Ap, (1) (14)
gdzie: V>0,

Stosujac przeksztatcenie Laplace’a, przy zerowych warunkach
poczatkowych, dla pochodno - catki niecatkowitego rzedu zdefinio-
wanej wedtug Riemanna — Liouville’a, otrzymuje sie:

mY(s)(szv s R +Ej = Ap, (s) (15)
mm

Skad otrzymuje sie transmitancje operatorowa niecatkowitego rzedu
membranowego sitownika pneumatycznego:

A
Y(s) m
G¥(s) = - m
(S) PO(S) 52" +BSV +E (16)
m m

W celu dokonania symulacji przyjeto dane pneumatycznego sitow-

nika membranowego hamulca T16 firmy GMP:

— A - powierzchnia efektywna membrany: dla r=50mm ($rednica
=100mm) A=0,00785 m2;

— m - masa uktadu ruchomego (membrana i trzpien); m=0,12 +
0,2 = 0,32kg;

— C - wspdtczynnik sztywnosci sprezyny; C = 1000N/m

— R - wspétczynnik tarcia lepkiego (oporéw ruchu czesci rucho-
mych) — R=0,5Ns/m.
Podstawiajac powyzsze dane do zalezno$ci (16) otrzymano

transmitancje operatorowg analizowanego sitownika pneumatycz-

nego:

G¥(s)= Y(s) _ 0,025
P,(s) s* +156s"+3125

Mianownik transmitancji operatorowej niecatkowitego rzedu ma
dwa pierwiastki zespolone. W zwigzku z tym otrzymuije sie:

g"(v)] _ = (-1) K . 0
h<v)(t)}_0’025kz_;' o (3125) s, | t~156;v.2v + vk + X (18)
Dla zaleznosci (8) ofrzymuje sie réwnania opisujace odpowiedz
impulsowg oraz skokowg niecatkowitego rzedu badanego sitownika
pneumatycznego w postaci:

(v) » k 2v(k+1)-1 = (k) . v
k=0 -
przy czym funkcja

h(v)(t) vk (k)
k)
Ea B (Z)
Mittaga-Lefflera.

v,2v+vk+1(_1’56tv)
Przeprowadzajgc symulacje przetwornika pneumatycznego za-
dano sygnat w postaci skoku impulsowego oraz jednostkowego
otrzymujac odpowiedz impulsowg i skokowg przedstawiong na
rysunku 6 oraz rysunku 7.

(17)

jest specjalnym rodzajem funkcii
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Rys. 6. Odpowiedz impulsowa sitownika pneumatycznego opisane-

go catkowitym i niecatkowitym rzedem: Fos _ dla V' = 0’5, Fos

—da V=07 Foo _gav=09 Fio _gav=1 C,_

model klasyczny (catkowity rzad) [opracowanie wiasne autoréw
artykutu]

Step Response
14 T

121 ~

1

o
=)

F

10

Amplitude

09 B

e
m

o7

F

0s i

2
.

o
ha
1

il 1 L 1 L 1 L 1 L L
1) 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Time (Seconds)
Rys. 7. Odpowiedz skokowa sitownika pneumatycznego opisanego

catkowitym i niecatkowitym rzedem: Fos _ da V= 0’5, For _

da V=07 Fos _gq v=09 Fio _ gy v=1 C,_

model klasyczny (catkowity rzad) [opracowanie wiasne autoréw
artykutu]

Na Rys. 6. oraz Rys. 7. pokazane zostaty odpowiedzi impulso-
we i skokowe okreslone wzorem (5.51) dla wybranych wartosci V' z
przedziatu [0,1]. Charakterystyki impulsowe i skokowe badanego
sitownika pneumatycznego opisane za pomocg réwnan rozniczko-
wych catkowitych oraz niecatkowitych rzedéw dla parametru

v=1, podanej skali pokrywaja sie. Swiadczy to o prawidtowosci
analizowanego modelu sitownika. Z Rys. 6. oraz Rys. 7. wynika, ze
dla rosnacych wartosci rzedéw analizowanego sitownika pneuma-
tycznego, odpowiedzi impulsowe i skokowe nabierajg charakteru
elementu oscylacyjnego Il rzedu. Dla matych, dazacych do jednego

rzedéw, odpowiedzi nabierajg charakteru elementu inercyjnego |
rzedu.

Dla zaleznosci (16) otrzymuije sie transmitancje widmowg sitow-
nika:

A
G (jo) = 2
jof + o) +
R (20)
G(V)(jw): [ ] R : V3 T C
@ [cos(vr)+ jsin(vr) +7w"[cos(vf)+ jsin (vfﬁ +=
m 2 2 m

Dokonujac elementarnych przeksztatcenr oblicza sie cze$¢ rze-
czywistg i urojong transmitancji widmowej, gdzie:
vr) AC

A, AR
— o cos(vr)+— 0" cos| — |+—
m m 2) m

. R ve) ¢ P R . (va\]
@® cos(vr)+— " cos| = |+ = | +| @® sin(vz)+—sin| —
m 2 m m 2

A L AR | . (vr

— o™ sin(vr)+— " sin| —

m m 2

{mz“ Cos(wr)Jr%(oV cos(%}r%} +[w“ sin(wr)+%w” sin[%ﬂ
Znajac czes¢ rzeczywistg i urojong transmitancji widmowej si-
townika, mozna wyznaczy¢ réwnanie opisujace logarytmiczng cha-
rakterystyke amplitudowa;
2 2
L) =20log [P (0)f +[@V(0)f @
oraz réwnanie opisujace logarytmiczng charakterystyke fazowa;

* sin(vz)+ R ovsin [Kj
m 2

P (@) =

(21a)

(21b)

Q" (w) =

QY ()
P (@)

oY (w) = arctg|: :| =—arctg (23)

* cos(vr)+ R cos(v—”j £
m 2 m
Wykorzystujac napisany program w $rodowisku MATLAB doko-
nano symulacji réwnan (22) i (23), uzyskujac czestotliwosciowa,
logarytmiczng charakterystyke amplitudowa oraz fazowa sitownika,

ktdre przedstawione zostaty na rysunku 8 oraz rysunku 9.

Sitownik A=0.01m? , m = 0.32kg , C = 1000N/m , R = 0.5Ns/m
Log ()
o 1 4 o i

S0

-100

-180

Lia)

=200

=280

-300t

Rys. 8. Logarytmiczne charakterystyki amplitudowe membranowe-
go sitownika pneumatycznego opisanego za pomocg réwnania
rézniczkowego o pochodnych niecatkowitego rzedu dla réznych
wielkosci parametru V' [opracowanie wlasne autoréw artykutu]
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Sitownik A=001m2 , m= 0.32kg , © =1000MN/m , R =05Ms/m -
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Rys. 9. Logarytmiczne charakterystyki fazowe membranowego
sitownika pneumatycznego opisanego za pomocg réwnania roz-
niczkowego o pochodnych niecatkowitego rzedu dla réznych wiel-

kosci parametru ¥ [opracowanie wlasne autoréw artykutu]

Na logarytmicznych charakterystykach czestotliwosciowych

(Rys. 8. oraz Rys. 9.) wida¢, ze dla parametru V = 1, powyzej
pulsacji rezonansowej, nachylenie charakterystyki amplitudowe;

wynosi — 20dB/ dek, jak jest w cztonie oscylacyjnym Il rzedu.
Zmniejszajac rzad zmniejsza sig spadek wzmocnienia i uktad nabie-
ra charakteru cztonu inercyjnego | rzedu.

Przebieg logarytmicznej charakterystyki fazowej (Rys. 9.) po-

twierdza ta tendencje. Dla parametru V' = 1 charakterystyka fazo-
wa pokrywa sie z logarytmiczng charakterystykg fazowg klasyczne-
go cztonu oscylacyjnego Il rzedu (dla pulsacji wigkszej niz rezonan-

sowa przesuniecie fazowe osigga warto$¢ p=-—7 ). Zmniejsza-
jac warto$¢ rzedu rézniczki, uktad nabiera charakteru cztonu iner-
cyjnego | rzedu, gdyz dla pulsacji wigkszej niz rezonansowa prze-

v=0p5

suniecie fazowe zmniejsza si¢. Dla parametru

T
p=—7
2 , tak jak ma to miejsce w

przesunie-

cie fazowe osiggnie wartos¢
przypadku cztonu inercyjnego | rzedu.

Podsumowanie

Otrzymane charakterystyki, ktore powstaty w wyniku symulacii
zaleznosci wyznaczonych z rozwigzania réwnan rézniczkowych
rzedow catkowitych pokrywajg sie¢ z charakterystykami niecatkowi-
tych rzedéw otrzymanymi z rozwigzania réwnan rézniczkowych

niecatkowitych rzedéw dla parametru V = 1 potwierdza to fakt, ze
klasyczny rachunek rézniczkowy jest przypadkiem szczegéinym
rachunku rézniczkowego rzedéw dowolnych, a tym samym $wiad-
czy to o prawidtowo opracowanych modelach matematycznych.

Zastosowanie opisu wtasciwo$ci dynamicznych uktadéw pneu-
matycznych opartego na rachunku rézniczkowym niecatkowitych
rzedéw pozwoli autorom artykutu na analize wiasciwosci szerokie;
klasy uktadéw pneumatycznych o dowolnych rzedach.
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Mathematical models of the pneumatic cascade and a mem-
brane pneumatic actuator described by the fractional calculus

The paper presents the analysis of dynamic properties of pneumatic
systems such aa pneumatic cascade and a membrane pneumatic
actuator using differential equations of integer orders and differential
equations with derivatives of non-integer orders.

The analyzed systems were described in the domain of time by
means of step characteristics and in terms of frequency with the
help of Bode characteristics, i.e. logarithmic amplitude and phase
characteristics. Each characteristic was determined on the basis of
a differential equation with derivatives of non-integer order.

To determine the characteristics, an irreplaceable programming tool
was the interactive Simulink package built on the basis of the
MATLAB programme, which allows the analysis and synthesis of
continuous dynamic systems.

Keywords: pneumatic cascade, fractional calculus, pneumatic actuator.
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