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W artykule przedstawiono analizę właściwości dynamicznych ukła-
dów pneumatycznych takich jak: kaskadowego połączenia mem-
branowych przetworników ciśnienia oraz membranowego siłownika 
pneumatycznego za pomocą równań różniczkowych całkowitych 
rzędów oraz równań różniczkowych z pochodnymi niecałkowitych 
rzędów. Analizowane układy zostały opisane w ujęciu czasowym, za 
pomocą charakterystyki skokowej oraz w ujęciu częstotliwościowym 
za pomocą charakterystyk Bodego tj. logarytmicznej charakterystyki 
amplitudowej i fazowej. Każda charakterystyka wyznaczona została 
na podstawie równania różniczkowego z pochodnymi niecałkowite-
go rzędu. Do wyznaczenia charakterystyk niezastąpionym narzę-
dziem programistycznym był interaktywny pakiet Simulink zbudo-
wany na bazie programu MATLAB, który umożliwia analizę i synte-
zę ciągłych układów dynamicznych. 

Słowa kluczowe: kaskada pneumatyczna, rachunek różniczkowy niecał-
kowitych rzędów, siłownik pneumatyczny. 

Wstęp 
W artykule przedstawiono analizę matematyczną kaskady 

pneumatycznej oraz membranowego siłownika pneumatycznego 
opisane rachunkiem różniczkowym niecałkowitych rzędów (ang. 
fractional calculus) [5], [6], [7], [8], [9] oraz [10].  

Wyprowadzono równania różniczkowe całkowitego i niecałko-
witego rzędu i na ich podstawie wyznaczono równania opisujące 
charakterystyki czasowe (impulsowe i skokowe) oraz częstotliwo-
ściowe (logarytmiczne charakterystyki amplitudowe i fazowe) dla 
każdego badanego układu pneumatycznego [11]. Następnie doko-
nano symulacji wyprowadzonych równań wykorzystując oprogra-
mowanie Microsoft Excel oraz MATLAB&Simulink otrzymując cha-
rakterystyki czasowe i częstotliwościowe badanych układów dla 
całkowitych i niecałkowitych rzędów [16], [17] oraz [18].  

1. Model matematyczny kaskady pneumatycznej opisany 
rachunkiem różniczkowym niecałkowitych rzędów 

Na Rys. 1. przedstawiono schemat analizowanej kaskady 
pneumatycznej: 

 
Rys. 1. Schemat dwukomorowej kaskady pneumatycznej [11] 
 
Na Rys. 2. przedstawiono schemat blokowy dwukomorowej kaskady 
pneumatycznej: 

 
Rys. 2. Schemat blokowy dwukomorowej kaskady pneumatycznej 
[11] 

 
Zakładając liniowość modelu równanie, opisujące dynamikę 

membranowego przetwornika ciśnienia, można zapisać w postaci 
układu równań różniczkowych: 
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gdzie: 
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 – pulsacja drgań własnych kolejnego elementar-
nego układu pneumatycznego, 

12,1 
– stopień tłumienia kolejnego elementarnego układu 

pneumatycznego wchodzącego w skład kaskady pneumatycznej. 
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(2a) 
 
 

(2b) 

przy czym: 

– pC  52mNs 

 – pojemność pneumatyczna w kolejnym 
elemencie układu pneumatycznego; 

– pL  13 Nm 

 – indukcja pneumatyczna w kolejnym elemen-
cie układu pneumatycznego; 

– pR  5Nsm 

 – opór przepływu w kolejnym elemencie układu 
pneumatycznego; 

– 
 3mV

 – objętość kolejnej komory przetwornika, 

– 









s

m
c

 – prędkość dźwięku w gazie wypełniającym układ; 

– 
 ml

 – długość kolejnej rurki dolotowej; 

– 
 mr

 – promień kolejnej rurki dolotowej; 
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– 
 3kgm

 – gęstość gazu; 

– 
 11  skgm

 – lepkość dynamiczna. 
 
Równania (1) zapisane za pomocą równań różniczkowych z po-

chodnymi niecałkowitych rzędów przyjmą postać: 
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(3) 

gdzie: 0 . 
Stosując przekształcenie Laplace’a do równań (3), dla zerowych 

warunków początkowych otrzymuje się: 
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(4) 

Skąd otrzymuje się transmitancje operatorowe niecałkowitego 
rzędu analizowanego układu pneumatycznego: 
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(5) 

Transmitancja operatorowa analizowanego układu przyjmie postać: 
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(6) 

Dla zależności (6), otrzymuje się transmitancję widmową prze-
twornika: 
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(7) 

Dokonując elementarnych przekształceń oblicza się część rze-
czywistą i urojoną transmitancji widmowej niecałkowitych rzędów: 

)(jQ)(P)j(G )v()v()v(    
(8) 

gdzie: 
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(10) 

Znając część rzeczywistą i urojoną transmitancji widmowej prze-
twornika, można wyznaczyć równanie opisujące logarytmiczną 
charakterystykę amplitudową: 

   2)v(2)v()v( )(Q)(Plog20)(L  
 

(11) 

oraz równanie opisujące logarytmiczną charakterystykę fazową: 
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(12) 

 
Używając programu napisanego w środowisku MATLAB, który 

wykorzystano do przeprowadzenia symulacji równań opisujących 
charakterystyki Bodego (11) i (12) membranowego przetwornika 
ciśnienia, uzyskano logarytmiczne charakterystyki amplitudy i fazy 
analizowanej kaskady pneumatycznej. Charakterystyki przedsta-
wione zostały na Rys. 3. oraz Rys. 4.. 

Wyznaczone charakterystyki częstotliwościowe (Rys. 3 oraz 
Rys. 4) prawidłowo odzwierciedlają dynamikę modelu. Dla parame-

tru 1  logarytmiczna charakterystyka amplitudowa (Rys. 3) i 
fazowa (Rys. 4) pokrywa się ze znanymi charakterystykami członów 
oscylacyjnych 4 rzędu. Z charakterystyki amplitudowej (Rys. 3) 
można odczytać spadek wzmocnienia, który wynosi 

dek/dB80 , a z charakterystyki fazowej (Rys. 4) przesunięcie 

fazowe 
 2

 dla parametru 1 , a więc tak jak jest w 
klasycznym członie oscylacyjnym 4 rzędu. 

Z analizy charakterystyk częstotliwościowych (Rys. 3 oraz Rys. 

4) wynika, że pulsacja rezonansowa zależy od parametru  , a więc 
od rzędu różniczki, w równaniu różniczkowym opisującym badany 
układ. Zmniejszając rząd zwiększa się pulsacja rezonansowa. Prze-
sunięcie fazowe układu jest tym mniejsze im mniejszy jest rząd 
różniczki. 



I 

eksploatacja i testy 
 

 

   

528 AUTOBUSY 12/2018 
 

 
Rys. 3. Logarytmiczne charakterystyki amplitudowe kaskady pneu-
matycznej opisanej za pomocą równania różniczkowego z pochod-

nymi niecałkowitego rzędu dla parametru   z zakresu (0,8–1) 
[opracowanie własne autorów artykułu] 

 

 
Rys. 4. Logarytmiczne charakterystyki fazowe kaskady pneuma-
tycznej opisanej za pomocą równania różniczkowego z pochodnymi 

niecałkowitego rzędu dla parametru  z zakresu (0,8–1) [opraco-
wanie własne autorów artykułu] 

2. Model matematyczny membranowego siłownika 
pneumatycznego opisany rachunkiem różniczkowym 
niecałkowitych rzędów 

 
Rys. 5. Siłownik pneumatyczny membranowy [11] 
 

Na podstawie zasad Newtona można zapisać: 
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gdzie: 

 
 Pap0  – ciśnienie wejściowe (wymuszenie); 

– 
 2mA

 – powierzchnia czynna membrany; 

– 
 kgm

 – masa układu ruchomego; 

– 
 1NmC 

 – współczynnik sztywności sprężyny; 

– 
 1NsmR 

 – współczynnik tarcia lepkiego; 

– 
 my

 – przesunięcie trzpienia siłownika. 
 

Jeżeli tłumienie układu 
1

, to mCR 2 . 
Uogólniając równanie (5.36), otrzymuje się: 
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(14) 

gdzie: 0 . 
Stosując przekształcenie Laplace’a, przy zerowych warunkach 

początkowych, dla pochodno – całki niecałkowitego rzędu zdefinio-
wanej według Riemanna – Liouville’a, otrzymuje się: 
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(15) 

Skąd otrzymuje się transmitancję operatorową niecałkowitego rzędu 
membranowego siłownika pneumatycznego: 
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(16) 

W celu dokonania symulacji przyjęto dane pneumatycznego siłow-
nika membranowego hamulca T16 firmy GMP: 
– A – powierzchnia efektywna membrany: dla r=50mm (średnica 

= 100mm) A=0,00785 m2; 
– m – masa układu ruchomego (membrana i trzpień); m=0,12 + 

0,2 = 0,32kg; 
– C – współczynnik sztywności sprężyny; C = 1000N/m 
– R – współczynnik tarcia lepkiego (oporów ruchu części rucho-

mych) – R=0,5Ns/m. 
Podstawiając powyższe dane do zależności (16) otrzymano 

transmitancję operatorową analizowanego siłownika pneumatycz-
nego: 
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Mianownik transmitancji operatorowej niecałkowitego rzędu ma 
dwa pierwiastki zespolone. W związku z tym otrzymuje się: 
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(18) 

Dla zależności (8) otrzymuje się równania opisujące odpowiedź 
impulsową oraz skokową niecałkowitego rzędu badanego siłownika 
pneumatycznego w postaci:      
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(19) 

                                              

przy czym funkcja 

   zE k

,  jest specjalnym rodzajem funkcji 
Mittaga-Lefflera. 

Przeprowadzając symulację przetwornika pneumatycznego za-
dano sygnał w postaci skoku impulsowego oraz jednostkowego 
otrzymując odpowiedź impulsową i skokową przedstawioną na 
rysunku 6 oraz rysunku 7. 
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Rys. 6. Odpowiedź impulsowa siłownika pneumatycznego opisane-

go całkowitym i niecałkowitym rzędem: 5,0F
 – dla 5,0 , 7,0F

 

– dla 7,0 , 9,0F
 – dla 9,0 , 0,1F

 – dla 1 , 2C
– 

model klasyczny (całkowity rząd) [opracowanie własne autorów 
artykułu] 

 
Rys. 7. Odpowiedź skokowa siłownika pneumatycznego opisanego 

całkowitym i niecałkowitym rzędem: 5,0F
 – dla 5,0 , 7,0F

 – 

dla 7,0 , 9,0F
 – dla 9,0 , 0,1F

 – dla 1 , 2C
– 

model klasyczny (całkowity rząd) [opracowanie własne autorów 
artykułu] 

 
Na Rys. 6. oraz Rys. 7. pokazane zostały odpowiedzi impulso-

we i skokowe określone wzorem (5.51) dla wybranych wartości   z 
przedziału [0,1]. Charakterystyki impulsowe i skokowe badanego 
siłownika pneumatycznego opisane za pomocą równań różniczko-
wych całkowitych oraz niecałkowitych rzędów dla parametru 

1  w podanej skali pokrywają się. Świadczy to o prawidłowości 
analizowanego modelu siłownika. Z Rys. 6. oraz Rys. 7. wynika, że 
dla rosnących wartości rzędów analizowanego siłownika pneuma-
tycznego, odpowiedzi impulsowe i skokowe nabierają charakteru 
elementu oscylacyjnego II rzędu. Dla małych, dążących do jednego 

rzędów, odpowiedzi nabierają charakteru elementu inercyjnego I 
rzędu. 

Dla zależności (16) otrzymuje się transmitancję widmową siłow-
nika: 
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(20) 

Dokonując elementarnych przekształceń oblicza się część rze-
czywistą i urojoną transmitancji widmowej, gdzie: 
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(21a) 
 

(21b) 

Znając część rzeczywistą i urojoną transmitancji widmowej si-
łownika, można wyznaczyć równanie opisujące logarytmiczną cha-
rakterystykę amplitudową: 

   2)v(2)v()v( )(Q)(Plog20)(L  
 

(22) 

oraz równanie opisujące logarytmiczną charakterystykę fazową: 
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(23) 

Wykorzystując napisany program w środowisku MATLAB doko-
nano symulacji równań (22) i (23), uzyskując częstotliwościową 
logarytmiczną charakterystykę amplitudową oraz fazową siłownika, 
które przedstawione zostały na rysunku 8 oraz rysunku 9. 

 
Rys. 8. Logarytmiczne charakterystyki amplitudowe membranowe-
go siłownika pneumatycznego opisanego za pomocą równania 
różniczkowego o pochodnych niecałkowitego rzędu dla różnych 

wielkości parametru   [opracowanie własne autorów artykułu] 
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Rys. 9. Logarytmiczne charakterystyki fazowe membranowego 
siłownika pneumatycznego opisanego za pomocą równania róż-
niczkowego o pochodnych niecałkowitego rzędu dla różnych wiel-

kości parametru  [opracowanie własne autorów artykułu] 
 

Na logarytmicznych charakterystykach częstotliwościowych 

(Rys. 8. oraz Rys. 9.) widać, że dla parametru 1 , powyżej 
pulsacji rezonansowej, nachylenie charakterystyki amplitudowej 

wynosi dek/dB20 , jak jest w członie oscylacyjnym II rzędu. 
Zmniejszając rząd zmniejsza się spadek wzmocnienia i układ nabie-
ra charakteru członu inercyjnego I rzędu. 

Przebieg logarytmicznej charakterystyki fazowej (Rys. 9.) po-

twierdza tą tendencję. Dla parametru 1  charakterystyka fazo-
wa pokrywa się z logarytmiczną charakterystyką fazową klasyczne-
go członu oscylacyjnego II rzędu (dla pulsacji większej niż rezonan-

sowa przesunięcie fazowe osiąga wartość 
 

). Zmniejsza-
jąc wartość rzędu różniczki, układ nabiera charakteru członu iner-
cyjnego I rzędu, gdyż dla pulsacji większej niż rezonansowa prze-

sunięcie fazowe zmniejsza się. Dla parametru 5,0  przesunię-

cie fazowe osiągnie wartość 2


 

, tak jak ma to miejsce w 
przypadku członu inercyjnego I rzędu. 

Podsumowanie 
Otrzymane charakterystyki, które powstały w wyniku symulacji 

zależności wyznaczonych z rozwiązania równań różniczkowych 
rzędów całkowitych pokrywają się z charakterystykami niecałkowi-
tych rzędów otrzymanymi z rozwiązania równań różniczkowych 

niecałkowitych rzędów dla parametru 1 . Potwierdza to fakt, że 
klasyczny rachunek różniczkowy jest przypadkiem szczególnym 
rachunku różniczkowego rzędów dowolnych, a tym samym świad-
czy to o prawidłowo opracowanych modelach matematycznych. 

Zastosowanie opisu właściwości dynamicznych układów pneu-
matycznych opartego na rachunku różniczkowym niecałkowitych 
rzędów pozwoli autorom artykułu na analizę właściwości szerokiej 
klasy układów pneumatycznych o dowolnych rzędach. 
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Mathematical models of the pneumatic cascade and a mem-
brane pneumatic actuator described by the fractional calculus 

The paper presents the analysis of dynamic properties of pneumatic 
systems such aa pneumatic cascade and a membrane pneumatic 
actuator using differential equations of integer orders and differential 
equations with derivatives of non-integer orders. 
The analyzed systems were described in the domain of time by 
means of step characteristics and in terms of frequency with the 
help of Bode characteristics, i.e. logarithmic amplitude and phase 
characteristics. Each characteristic was determined on the basis of 
a differential equation with derivatives of non-integer order. 
To determine the characteristics, an irreplaceable programming tool 
was the interactive Simulink package built on the basis of the 
MATLAB programme, which allows the analysis and synthesis of 
continuous dynamic systems. 
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