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Celem artykutu jest analiza teoretyczna oraz numeryczna metody
Trefftza w wersji Galerkina o symbolicznej nazwie O—S;T—T. Anali-
ze dokonano na przyktadzie dwuwymiarowego zagadnienia opisa-
nego réwnaniem Poissona wyprowadzonego z silnego sformutowa-
nia wariacyjnego. Rozpatrywany obszar podzielono na podobszary
w celu wyodrebnienia podobszarow strefowo jednorodnych. W ten
sposéb otrzymano metode hybrydowq bedacq kombinacjg metody
brzegowej z koncepcjg elementoéw skoriczonych znanych z Metody
Elementéw Skonczonych. Do faczenia podobszaréw zastosowano
metode opartg na idei ramek. Metode O-S;T—T zaimplementowano
do rozwigzania dwdch przyktadowych zagadniefi brzegowych, na
podstawie ktdrych przeanalizowano jej dokfadno$¢ w zalezno$ci od
przyjetej liczby wspdtczynnikow Trefftza.
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Wstep

Metoda Trefftza jest jednym z narzedzi stuzacych do rozwigzy-
wania zagadnief brzegowych. Gtéwna jej idea polega na zastoso-
waniu T-kompletnych funkcji spetniajacych jednorodne réwnanie
rézniczkowe w rozpatrywanym obszarze. Ze wzgledu na trudnosci
wynikajace z wielu odmian, grup wersji czy nawet nazw metody
Trefftza [13] nie dokonano dotychczas jej uporzadkowanej klasyfi-
kacji.

Jednym z wielu schematéw klasyfikacji jest podziat metod Tref-
ftza na dwie rodziny. Pierwsza z nich obejmuje metody stosowane
do analizy prostych zagadnien, w ktérych rozwigzanie poszukuije sie
w catym rozwazanym obszarze traktowanym jako obszar globalny.

Natomiast w sktad drugiej grupy wchodzg metody wymagajace
podziatu obszaru zagadnienia na podobszary (T-elementy) [6].
Metody te sq wykorzystywane do badania zagadnien charakteryzu-
jacych sie ztozong geometrig lub/oraz réznorodnymi parametrami
fizycznymi na podobszarach czy réznego rodzaju warunkami brze-
gowymi. Dyskretyzacja obszaru zagadnienia czyni te metody meto-
dami hybrydowymi [4], [5]. Podziat obszaru umozZliwia rozwigzanie
zagadnienia osobno w kazdym podobszarze. Rozwigzanie zagad-
nienia globalnego uzyskuje sie poprzez zastosowanie odpowiednich
procedur taczenia rozwigzan z podobszarow.

Sposrdd wielu metod taczenia podobszaréw [11], [12], [14] naj-
czesciej stosowana jest metoda bezpo$rednia polegajaca na po-
wigzaniu warunkami ciggtosci pola oddzielnych réwnan brzegowych
dla kazdego z podobszaréw. Ma to na celu stworzenie jednego
globalnego uktadu réwnan dla catego obszaru. Opis procedury
bezposredniej metody taczenia podobszaréw dla zagadnienia opi-
sanego réwnaniem Poissona z warunkami brzegowymi Dirichleta
zawiera miedzy innymi praca [13]. Gtdwng zaletg bezposredniej
metody faczenia podobszaréw jest prostota jej implementacji. Jed-
nak w przypadku faczenia duzej liczby obszaréw znacznie praktycz-

niejsza jest metoda taczenia oparta na koncepcji ramek [9], [13],
[14].

Celem niniejszej pracy jest analiza teoretyczna oraz numerycz-
na zagadnienia brzegowego opisanego réwnaniem Poissona meto-
dq Trefftza w wersji Galerkina o symbolicznej nazwie O—S;T-T [1],
[2], [3]. Po uprzednim podziale obszaru na podobszary, rozwigzanie
zagadnienia otrzymuje sie przy wykorzystaniu metody faczenia
obszaréw za pomocg ramek.

1 Zagadnienie Poissona dla jednorodnego obhszaru

Niech w obszarze () dane bedzie zagadnienie brzegowe
sformutowane klasycznie

Viu=f wQ M
wraz z warunkami brzegowymi Dirichleta
u=0a nal, (2)

i Neumanna

Du=q=4

n

na I'; 3)

gdzie I' jest brzegiem ograniczajacym obszar €2, I', oznacza

brzeg z zadanym warunkiem brzegowym Dirichleta, natomiast Fq
brzeg z warunkiem brzegowym Neumanna (Rysunek 1). Ponadto
U oraz q sq znanymi funkcjami, DU jest pochodng normaing

funkcji U na brzegu, N jest wektorem jednostkowym w kierunku
normalnym do brzegu.

Rys. 1. Geometria zagadnienia brzegowego opisanego réwnaniem
Poissona

W celu poszerzenia mozliwo$ci znalezienia rozwigzania zagad-
nienia zastepuje sie rozwigzanie klasyczne U rozwigzaniem przy-
blizonym U a nastepnie stosuje metode residuéw wazonych —
WRM otrzymujac w ten sposob réwnanie

jgvzﬁ WdQ = jgf wdQ 4
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bedace siinym sformutowaniem zagadnienia brzegowego (1). Za-
stosowanie drugiego wzoru Greena do réwnania (4) przy uwzgled-
nieniu warunkow brzegowych (2) i (3) umozliwia uzyskanie silnego
sformutowania wariacyjnego z wszczepionymi warunkami brzego-
wymi, ktére przybiera postaé

[ viawda + J'FUUDanFu = jrandrq -

= [ fwda + IFUODanFu - Irququ

Niech rozwigzanie zagadnienia (1)-(3) bedzie sumq
u=uau,+u, (6)

gdzie Uh jest catkq ogdlng réwnania jednorodnego oraz Up catkq

szczegdlng réwnania niejednorodnego, czyli
Vi, =0 (7)

Vi = f (8)

W wyniku zsumowania réwnan (7) i (8) stronami otrzymuije sie

2 —~ —~
Ve, +u,) = f 9)
Przyblizajac rozwigzanie (7) za pomoca szeregu funkcji Trefftza

mozna zapisac¢
0,=> au; (10)

oraz

g, = a,q (11)
gdzie

u e {1 r'cos(ve), r'sin(ve)} (12)

natomiast (  =D,u’ . I =|X' - X| jest odlegtoscia miedzy

punktem wptywu X', nazywanym inaczej $rodkiem rozwinigcia
Trefftza oraz punktem obszaru X [1]. Nieznane wspotczynniki a

w szeregu noszg nazwe wspdtczynnikéw Trefftza.
Przy zalozeniu, ze funkcja wymuszajaca jest stata oraz f =1
rozwigzanie szczegolne réwnania Poissona jest postaci [7]

0, =0, = (X’ +y*)/4

b (13)
Uwzgledniajac rownania (6)-(13) w sformutowaniu silnym omawia-
nego zagadnienia danym wzorem (5) otrzymuije sie

[ V@, +a,)w do + jru (@, +4d,)D,Wdr,
—jrq D, (@, +0,)W dr, =

= [, fwda + LGDanFU - quWqu

Biorac pod uwage réwnanie (13) w (8) rownanie to przeksztatca sie
do postaci

via = f

) (15)
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natomiast zaleznos¢ (4) w

[ v, wda = | fwdo (16)

Ze wzgledu na (7) oraz (16) réwnanie (14) przybiera posta¢

jruuh D, WL, + jrq D,0, W dr, =
= jru (G-0,) D,Wdr,
+ jr (4-D,u,) Wdr,

Przyjmujac wersje Galerkina omawianej metody wagg jest
W={y }, zatem

{v.r={u}

Kolejnym krokiem w celu wyprowadzenia réwnania metody
O-S;T-T dla zagadnienia Poissona jest uwzglednienie zaleznosci
(7) i (8) w (17), w wyniku czego uzyskuje sie wzor

>.a, Uruu: q; dr, + Jrqu u; dl“q) =
=er (G-0,)q; dr,

+ L (@-D,u,)u; dr,

(18)

Réwnanie (19) generuje uktad réwnan, co daje mozliwos¢ wy-
znaczenia nieznanych wspétczynnikow @, . Za ich pomocg oraz
korzystajac z zaleznosci (6), (10) i (13) mozliwe jest znalezienie

rozwigzania zagadnienia w obszarze U .

2 Laczenie obszaréw za pomoca ramek

Niech w obszarze () zdefiniowane bedzie zagadnienie brze-
gowe opisane réwnaniem Poissona z warunkami brzegowymi Diri-
chleta i Neumanna. Rozpatrywany obszar zostat podzielony na dwa
podobszary

Q,UQ, =0 (20)

Wowczas w podobszarze €2, zagadnienie bedzie zdefiniowane
nastepujaco

Vau, = f, wQ, (21)
wraz z warunkami brzegowymi

Uy, =0, na[l, (22)

gy, =G, na Con (23)

Analogicznie mozna opisa¢ zagadnienie dla obszaru QB wraz
z warunkami brzegowymi

vV, = f, wQ, (24)

Ug =Ug na T (25)



Js=0s na I (26)

Geometrie zagadnienia przedstawiono na Rysunku 2.

Fq A FqB
Q n Q
A F(:A A B
1TJA ng ]‘—:JB
FCB
I " FqB

Rys. 2. Geometria zagadnienia dla obszaru Q =0, U Q,

Zaréwno w obszarze €2, jak i QB wszystkie wzory (6) — (13)
sq stuszne, wobec tego mozna je uwzgledni¢ w réwnaniu (14) od-
powiednio z indeksami , A” i, B, zatem réwnanie catkowo brze-
gowe dla obszaru €2, przybiera posta¢

'[ruA [IA DWW, druA - LA ﬁA W, drqA +

LCA GCA DnA\M\ dFCA - IFCA qCA VVA dFCA = (27)

= Il“m le DnAVV-\ druA - J;qA QA VVA quA

oraz dla obszaru Q)

J-ruB UB DnBV\é dFuB - J.FqA GB V\é drqB +

'LCB UCB DnBV\é drcs - _LCB GCB V\é dFCB = (28)
= -[Fus OB DnBV\é dFuB - J.an qB V\é quB

We wzorach (27) i (28) wprowadzono nieznang funkcije LTC ijej

pochodng ac oraz zalozono, Zze na granicy miedzy obszarami
muszg by¢ spetnione warunki ciggtosci i gtadkosci rozwigzania,
ktore dla obszaru €2, definiuje sig nastepujaco

U, =U; xelg, (29)
Ja =—0s  Xelg, (30)

przy czym
Up = Uy —Ug  xelp, (31)
Jea=0a+ 0s  Xely, (32)

Analogicznie wprowadzone warunki definiuje sie dla obszaru Qg
zatem
xely (33)
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Oz = —0Qa Xelg (34)
Ug=Us — U, xelg (35)
qCB = qB + qA Xelg (36)

W dalszych rozwazaniach biorac pod uwage zalezno$¢ (13)
mozna przepisa¢ rozwigzanie zagadnienia brzegowego (6) uzupet-
nione o indeksy , A" i, B ” dla odpowiednich obszarow

Up = Upa + upA (37)

Ug = Upg + U g (38)

oraz jego pochodne w kierunku normalnym do brzegu
Op = Dpala = Qpa + qu (39)

Js = DnBUB =0+ Upe (40)

Sposdb taczenia obszardw oparty na koncepcji ramek polega
na wykorzystaniu specjalngj funkcji U, (X) wprowadzonej na

brzegu I, ktdrej posta¢ okresla wzor interpolujacy

Gf = ZKaK NK

NK(X) sq funkcjami ksztattu zdefiniowanymi na brzegu

xel (1)

wspolnym I'., k=212,...,n_, np. w postaci wielomianoéw

we wzorach (29)-(36)

<!

Lagrange'a. Uwzgledniajac funkcje Uy

otrzymuie sie dla obszaru €2,

~

Uy=Up  xelg, (42)

Gy=-0  xelg, (43)

Ugp = Uy — Uy, Xelp, (44)
Ooa=0a+ 05 Xelg, (45)

i dla obszaru Qg

Ug = U Xelcg (46)

Oz = —0a Xxelg (47)

Ug=Us — U Xelg (48)

s = 0o+ 0n  Xelgq (49)

Dalsza analiza zagadnienia wymaga uwzglednienia w réwnaniu (27)
zaleznosci (32) oraz (44) dla obszaru €2 ,
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LA GA DnA\M\ dFuA - »[FqA ﬁA \M\ quA
+ J}CA (U, —Ugy) DWW, dI, —

J., @+ @)W, dr,
= -[FuA le DaW, druA - -[FqA qA W, quA

natomiast dla obszaru €2 zaleznosci (36) oraz (48) w réwnaniu
(28), ktore przybiera posta¢

J‘FuB GB DnBV\é dFuB - J}qA GB V\é quB
+ J;_CB (Ug — Ug) DWW, dlg —
Jr. @+ 8 W dre

= _LUB ljB DnBV\é druB - Iqu QB V\é quB

Wstawiajac rozwigzanie oraz jego pochodne (37) — (40) do powyz-
szych réwnan z zachowaniem postaci szeregu (10) i (11) dla wag
przyjetych jako (18) otrzymuje sig dla obszaru €2,

DL wan dr = [aug, dry, +

J s, - o up,) dr,]

-2 Noa, dr, -

D J U, AT,

= [ @ -0,)q;,dr,, -

J;, (@ = d5)u;,dr,

=] @ = Gpu )]dTg, = [ 6y u,,dT,
oraz dla obszaru Q2

2l s, dr - [ agup, dryc+

Jo una - aus,) drg,]

- X.a ] Nog,drg -

2 Jd U, AT,

= [, (0, -0,)q;, dr,, -

J;, @3 =G5y, dr,

S TP PN [ N FRITH

Réwnania (52) i (53) sg rownaniami catkowo brzegowymi metody
O-S;T-T dla dwéch sasiadujacych obszaréw, na ktérych zdefinio-
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wane jest zagadnienie brzegowe opisane réwnaniem Poissona
uwzgledniajgcymi metode taczenia za pomocg ramek.

3 Przyktady numeryczne

Metode O-S;T-T z wykorzystaniem sposobu faczenia obsza-
réw przy uzyciu ramek zaimplementowano w $rodowisku Matlab do
rozwigzywania dwéch testowych zagadnien brzegowych. Wyniki
analizy numerycznej odniesiono do rezultatow otrzymanych przy
pomocy biblioteki pakietu Matlab - PDE Toolbox, ktére rozwigzuje
réwnania rozniczkowe czastkowe metodg elementéw skoriczonych.
W celach poréwnawczych, w ponizszych przyktadach wykorzystano
identyczne siatki elementéw trojkatnych zaréwno podczas analizy
elementami Trefftza, jak i standardowymi elementami skoriczonymi.

Poréwnania dokonano z wykorzystaniem trzech miar btedow:

Ervs, E_ oraz E Erus jest pierwiastkiem bledu srednio-

max *
kwadratowego ([R]oot [M]ean [S]quare [E]rror) danym wzorem

(Zi (Gi - ui)z/ni )‘/2

Ervs = (54)

gdzie:

U - rozwigzanie przyblizone
U - rozwigzanie PDE Toolbox

N, - ilos¢ punktéw pola
Przedstawiona na wykresach jako$ciowa miara btedu E,_ definio-

wana jest jako réznica pomiedzy rozwigzaniem PDE Toolbox
a przyblizonym

E, = |u - G (55)
Btedem maksymalnym jest maksymalna warto$¢ btedu E,_
Epnax = Max|u; — U (56)

Przyktad 1

W obszarze kwadratowym €2 zdefiniowano dwuwymiarowe
zagadnienie brzegowe opisane rownaniem Poissona z jednostko-
wym wymuszeniem. Na catym brzegu zadano zerowy warunek
Dirichleta (Rysunek 3).

Rys. 3. Rozwigzanie otrzymane przy pomocy PDE Toolbox zagad-
nienia z przyktadu 1

Analize numeryczng, zagadnienia wykonano po uprzednim po-
dziale obszaru 2 na dwa podobszary globalne (Rysunek 4). Cal-
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kowanie numeryczne wykonano przy 8 wezlowej kwadraturze
Gaussa, natomiast punkty wptywu wybrano dla kazdego podobsza-
ru z osobna i umieszczono je w ich Srodkach ciezkosci.

y A
. I, r,
Q 1 Q 2
I I3 I,
0 I, o5 T, 1 X

Rys. 4. Geometria zagadnienia dla obszaru Q =0, U Q,

Kazdy z globalnych podobszaréw dyskretyzowano elementami

trojkatnymi. Ostatecznie obszar (2 sktadat sie z 346 elementow
tréjkatnych (Rysunek 5). W Tabeli 1 zamieszczono wyniki obliczen

numerycznych w zaleznosci od liczby wspdtczynnikow a, dla
kazdego z podobszaru.

|
)

02

08

06}

Rys. 7. Wartos¢ bledu E| dla a, =7

0.2

Rys. 5. Dyskretyzacja obszaru {2 dla zagadnienia z przyktadu 1

Tab. 1. Wielkosci bledu Epy,s oraz E, .,

Liczba wspdtczynnikow a
e - Emax ERMS
QA QB
5 5 0.0129 0.0016
7 7 0.0060 7.6197e-04
9 9 0.0087 6.8514e-04
1 1 0.0064 5.1676e-04
13 13 0.0057 4.6442e-04

Na Rysunkach (6) — (10) przedstawiono rozkiad btedu EL dla

kazdej z przyjetej liczby wspbtczynnikow a, .

Rys. 9. Warto$¢ bledu E| dla @, =11
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Rys. 10. Wartos¢ bledu E| dla &, =13

Przyktad 2

W obszarze dwuwymiarowym € dane jest zagadnienie brze-
gowe, na ktdrego czesci spetnione jest rownanie rozniczkowe Pois-

sona z wymuszeniem T (X) =1, natomiast w pozostatej rownanie
Laplace’a. Z racji niejednorodno$ci operatorowej geometria zagad-
nienia wraz z przyjetym do analizy numerycznej podziatem obszaru

€Y na cztery globalne jednorodne podobszary zostata zamiesz-
czona na Rysunku 11.

y A
2 FZ r3 I_‘4 FS
1—‘1 l—;Ll riZ 1—13 FG
Q 1 Q 2 Q, Q 4
0 2 4 6 8 )7
1—‘7 FS FQ 1—;I.O

Rys. 11. Geometria zagadnienia dla przyktadu 2

Do analizy numerycznej zagadnienia przyjeto zatozenie, ze
w podobszarach €2, oraz €2, spetnione jest rownanie Poissona.

W pozostatych obszarach obowigzuje rwnanie Laplace’a.
25 T T T T T

151

05

05 | 1 1 1 1 1 1
Rys. 12. Dyskretyzacja obszaru €2 dla zagadnienia z przyktadu 2

Analogicznie jak w przyktadzie 1, w Tabeli 2 zamieszczono war-
tosci bledéw otrzymanych w zaleznosci od liczby wspdtczynnikdw

a, dla kazdego z podobszaru. W tym przypadku obszar dyskrety-
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zowano w miare rownomierng siatka sktadajaca sie z 1472 elemen-
tow trojkatnych (Rysunek 12).

Tab. 2. Wielkosci bledu Egpyys oraz E, .

Liczba wspétczynnikéw a
i - Emax ERMS

Ql Qz Q3 Q4

5 5 5 5 0.0045 2.4740e-04
7 7 7 7 0.0038 1.3188e-04
9 9 9 9 0.0034 1.5159¢e-04
11 11 11 11 0.0010 7.0124e-05
13 13 13 13 9.8095e-04 5.6175e-05

Rozwigzanie zagadnienia otrzymane przy pomocy PDE Toolbox
przedstawiono na Rysunku 13.

I
T R

BTN

"
N
( “f\\_

R Lo

g ORI
2 R
‘:‘g;:::::%:t“ ; 4

Rys. 13. Rozwigzanie otrzymane przy pomocy PDE Toolbox za-
gadnienia z przyktadu 2

Na Rysunkach (14) — (18) zamieszczono z kolei rozktad btedu EL
dla wybranej liczby wspotczynnikow a,, analogicznie jak
w przykladzie 1.

Rys. 14. Warto$¢ bledu E| dla @, =5




Rys. 15. Wartos¢ bledu E| dla &, =7

%10

Rys. 16. Wartos¢ bledu E, dia a, =9

%10

Rys. 17. Wartos¢ bledu E, dla &, =11

B cksploatacja i testy

Rys. 18. Wartos¢ bledu E| dla a, =13

Wraz ze wzrostem liczby wspétczynnikéw Trefftza dla kazego
z podobszaréw otrzymywano wyniki obarczone coraz mniejszym
bfedem, co oznacza, ze doktadno$¢ metody mozna poprawi¢ mie-

dzy innymi poprzez odpowiedni dobor liczby wspotczynnikow @, .

Podsumowanie

W artykule dokonano analizy teoretycznej metody fgczenia pod-
obszaréw opartej na koncepcji ramek. Wyprowadzono réwnania
catkowo brzegowe metody O-S;T-T dla dwéch sasiadujgcych
obszaréw, na ktorych zdefiniowane jest zagadnienie brzegowe
opisane réwnaniem Poissona. Metode O—S;T—T z wykorzystaniem
sposobu taczenia obszaréw przy uzyciu ramek zaimplementowano
w $rodowisku Matlab do rozwigzywania dwoch przyktadowych
zagadnien brzegowych. Na ich podstawie przeprowadzono analize
numeryczng metody. Wyniki analizy poréwnano z rezultatami
otrzymanymi za pomocg narzedzia PDE Toolbox, korzystajacego
zmetody elementéw skofczonych do rozwigzywania réwnan réz-
niczkowych czastkowych. W celu dokonania oceny jako$ci stoso-
wanej metody postuzono sie trzema miarami bledéw w zaleznosci
od liczby wspotczynnikéw Trefftza dla kazdego z podobszaru. Wyni-
ki symulacji numerycznych potwierdzajg efektywno$¢ metody
O-S;T-T korzystajacej z techniki taczenia podobszaréw opartej na
idei ramek w analizie zagadnien brzegowych.
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Theoretical and numerical analysis of selected hybrid Trefftz
method with the use of method of subdomains coupling
based on “frame” concept.

The aim of this paper is theoretical and numerical analysis of Trefftz
method in Galerkin version, which symbol is O—S;T—T. The analysis
was conducted on the example of two-dimensional Poisson’s prob-
lem. Domain of interest was divided into homogeneous subdomains.
In this way hybrid method was obtained, that is a combination of the
boundary method with conventional finite element known from the
Finite Element Method. The method based on idea of “frames” was
used to couple subdomains. Finally, the results of numerical exper-
iments obtained for two boundary value problems were presented.
The accuracy of the method was analyzed depending on the num-
ber of Trefftz coefficients.
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