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W artykule oméwiono analityczne rozwigzanie zadania z dynamiki
uktadu dwoch nieskonczenie diugich belek z wypetnieniem sprezy-
stym. Ukfad spoczywa na podfozu Winklera i jest obcigZzony rucho-
maq sitq skupiong. Poniewaz zagadnienie jest stacjonarne dla ob-
serwatora poruszajgceqgo Sie z obcigzeniem, czastkowe réwnania
rozniczkowe opisujgce drgania ukfadu transformowano na rdwnania
rézniczkowe zwyczajne w ukfadzie wspéfrzednych zwigzanym z
ruchomq sita. Ukfad réwnan doprowadzono do jednego réwnania
rézniczkowego, zawyzonego rzedu, na ugiecie dolnej belki. Rozwig-
zanie zadania doprowadzono do prostej catki nieskoriczonej Fourie-
ra. W pracy przedstawiono obszerny wykaz publikacji z literatury
przedmiotu [1-45].

Stowa kluczowe: uktad belek z wypetnieniem sprezystym, podioze sprezy-
ste, obcigzenie ruchome, rozwigzanie analityczne.

Wstep

Zadania dotyczace ruchomych obcigzen na belkach i ptytach
majg szczegblnie wazne znaczenie w budownictwie mostowym,
drogowym, lotniskowym oraz kolejowym.

W przesziosci przy wymiarowaniu nawierzchni komunikacyjnych
bazowano przede wszystkim na metodach empirycznych, lub sto-
sowano rozwigzania typowe. W ostatnich latach, ze wzgledu na
duze wymagania stawiane nowoczesnym nawierzchniom oraz
dzieki mozliwo$ciom technicznym, coraz czesciej stosuje sie meto-
dy mechaniki konstrukcji, uzywajac do tego celu specjalnie opraco-
wane programy komputerowe.

W niniejszym opracowaniu zaproponowano podejscie analitycz-
ne do rozwigzania zagadnienia nawierzchni komunikacyjnych pod-
danych dziataniu obcigzer ruchomych.

1 Sformutowanie problemu

Przedmiotem rozwazan sg drgania uktadu dwoch nieskoriczenie
diugich, sprezystych belek Eulera, spoczywajacych na podtozu
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Rys. 1. Nieskoriczenie dtugie belki na podtozu Winklera z rucho-
mym uktadem wspétrzednych

odksztatcalnym Winklera. Gérna belka obcigzona jest sitg skupiong
poruszajacq sie ze statg predkoscia.

Rozwazmy zatem uktad przedstawiony na rysunku 1. Sg to dwie
nieskonczenie diugie, jednorodne belki o stalym przekroju po-
przecznym, potaczone sprezynami Winklera. Uktad belek spoczywa
na podiozu sprezystym i obcigzony jest sitq P poruszajacq sie ze
statg predkoscia v .

Przy powyzszych zatozeniach drgania poprzeczne belek opisa-
ne sg uktadem dwdch réwnan rézniczkowych:
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gdzie: w, (x,t) — ugiecie gérnej belki [m],

W, (x,t) - ugiecie dolnej belki [m],

E,J, — sztywno$¢ na zginanie gérej belki [Nm2],

E,J, —sztywnos¢ na zginanie dolnej belki [Nm2],

m, —masa gornej belki [kg/m],

m, —masa dolnej belki [kg/m],

@ = kb, — wspbtczynnik sprezystego osiadania gérnej belki
[N/m?],

IZZ =k,b, —wspéiczynnik sprezystego osiadania dolnej bel-
ki [N/m?2],

b, i b, —szerokoci belek.

2 Rozwigzanie zadania

W celu wyznaczenia funkcji w; (x,t) oraz w, (x,t), opisuja-
cych ugiecia belek, mozna rozwigza¢ powyzszy uktad sprzezonych
ze sobg rownan rézniczkowych czwartego rzedu.

W niniejszej pracy zastosujemy natomiast inny sposéb rozwia-
zania zagadnienia, ktory polega na doprowadzeniu uktadu réwnan
(1) do jednego réwnania rézniczkowego zawyzonego, Gsmego
rzedu. W takim przypadku w réwnaniu mamy jedng nieznang funk-

cje W, (x,t):
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Ugiecie gornej belki w, wyznaczamy na podstawie zaleznosci
otrzymanej z réwnania (1)2:

wl(x,t)=(1+%]w2(x,t)+
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W zadaniu mozemy przyjaé, ze zagadnienie jest stacjonarne dla
obserwatora poruszajacego sie z obcigzeniem, zatem czastkowe
réwnania rozniczkowe (1) i (2), opisujace drgania uktadu, mozemy
transformowa¢ na réwnania rozniczkowe zwyczajne w uktadzie
wspdirzednych zwigzanym z ruchoma sita.

Wprowadzmy zatem ruchomy ukfad wspétrzednych, jak na ry-
sunku 1, zwigzany z ruchoma sitg P :

X=x-wvt, Z=1z, T-=t. (4)
W takim przypadku mozemy zapisa¢ nastepujace zaleznosci:
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W uktadzie wspotrzednych zwigzanym z ruchoma sitg czastko-
we réwnania rézniczkowe (1) sprowadzajg sie do nastepujacych
réwnan rézniczkowych zwyczajnych:
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Jesli wielkosci E;, J, i M, sg réwne odpowiednio wielkosciom
E,, J, i m,, to po dodaniu stronami réwnan (6) i wykorzystaniu
zaleznoSci w =W, + W, rozwigzanie upraszcza sie.

Réwnanie rozniczkowe zawyzonego rzedu na ugiecie dolnej
belki (2) w uktadzie wspétrzednych zwigzanym z ruchoma sitg ma
postac
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Wprowadzenie ruchomego uktadu wspéirzednych zmienia ma-
tematyczny charakter réwnan (3) i (4) z czastkowego na zwyczajne,
a jedynym parametrem okreslajacym dynamike jest predkos¢ v .

Uktad réwnan (6), a takze réwnanie (7), mozna rozwigzaé
przyjmujac prawg strong réwna zero i uwzgledniajac site P po-
przez warunki ciagtosci w punkcie X =0.

Réwnanie rézniczkowe (7), opisujace drgania dolnej belki o nie-
skofczonej diugosci, mozna rozwigza¢ réwniez stosujgc transfor-
macje Fouriera

0

w(X) == [W(&)eas,

W (&)= [w,(X)e*dX,
skad otrzymujemy réwnanie algebraiczne w postaci

W (E) =AW () +A, & W (&) +

_A3§2W(§)+A4W(§):A5 P. ©

W réwnaniu (9) A do A, sg wspotczynnikami opisanymi nastepu-

jacymi wzorami:
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Z réwnania (10) wyznaczamy funkcje W (&)

_ AP
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W(¢s)

Ugiecie dolnej belki analizowanego uktadu mozemy obliczyé
rozwigzujac nastepujaca catke

(11)

1% A, Pe*¢
WZ(X):_ 8 6 > 4 2 d¢g.
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(12)

Po wyznaczeniu ugiecia dolnej belki mozna okresli¢ ugiecie
gornej belki w; na podstawie zaleznosci (3).

Podsumowanie

Wprowadzenie uktadu wspdtrzednych zwigzanego z ruchomg
sitg zmienito matematyczny charakter réwnan opisujacych drgania
uktadu belek z réwnan czastkowych na réwnania zwyczajne. Jedy-
nym parametrem okre$lajgcym dynamike w przypadku zadania
stacjonarnego jest predkos¢.

Analogiczne rozwigzanie otrzymamy w przypadku ruchomego
punktu materialnego lub oscylatoréw, jesli na belce, po ktorej poru-
sza si¢ obcigzenie nie ma nierdwnosci.

Nastepnym etapem pracy bedzie wykonanie przyktadéw obli-
czeniowych.
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A system of two infinite beams
separated by an elastic core under moving load

The paper discussed the analytical solution of a dynamic problem of
a system of two infinite beams separated by an elastic core. The
beams’ system rests on the Winkler foundation and is loaded with a
moving concentrated force. Because the problem is stationary for an
observer moving with the load, partial differential equations, describ-
ing the vibrations of the system, were transformed into ordinary
differential equations in the coordinate system related to the moving
force. The system of equations was transformed to one differential
equation of an eighth order. The equation defines deflection of the
lower beam. The solution of the problem was resulted to the simple
infinite Fourier integral. An extensive list of publications on the
related literature is presented in the paper [1-45].

Keywords: infinite sandwich beam, elastic foundation, moving force, ana-
Iytical solution.
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