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W artykule omówiono analityczne rozwiązanie zadania z dynamiki 
układu dwóch nieskończenie długich belek z wypełnieniem spręży-
stym. Układ spoczywa na podłożu Winklera i jest obciążony rucho-
mą siłą skupioną. Ponieważ zagadnienie jest stacjonarne dla ob-
serwatora poruszającego się z obciążeniem, cząstkowe równania 
różniczkowe opisujące drgania układu transformowano na równania 
różniczkowe zwyczajne w układzie współrzędnych związanym z 
ruchomą siłą. Układ równań doprowadzono do jednego równania 
różniczkowego, zawyżonego rzędu, na ugięcie dolnej belki. Rozwią-
zanie zadania doprowadzono do prostej całki nieskończonej Fourie-
ra. W pracy przedstawiono obszerny wykaz publikacji z literatury 
przedmiotu [1-45]. 

Słowa kluczowe: układ belek z wypełnieniem sprężystym, podłoże spręży-
ste, obciążenie ruchome, rozwiązanie analityczne. 

Wstęp 
Zadania dotyczące ruchomych obciążeń na belkach i płytach 

mają szczególnie ważne znaczenie w budownictwie mostowym, 
drogowym, lotniskowym oraz kolejowym. 

W przeszłości przy wymiarowaniu nawierzchni komunikacyjnych 
bazowano przede wszystkim na metodach empirycznych, lub sto-
sowano rozwiązania typowe. W ostatnich latach, ze względu na 
duże wymagania stawiane nowoczesnym nawierzchniom oraz 
dzięki możliwościom technicznym, coraz częściej stosuje się meto-
dy mechaniki konstrukcji, używając do tego celu specjalnie opraco-
wane programy komputerowe. 

W niniejszym opracowaniu zaproponowano podejście analitycz-
ne do rozwiązania zagadnienia nawierzchni komunikacyjnych pod-
danych działaniu obciążeń ruchomych. 

1 Sformułowanie problemu 

Przedmiotem rozważań są drgania układu dwóch nieskończenie 
długich, sprężystych belek Eulera, spoczywających na podłożu 
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Rys. 1. Nieskończenie długie belki na podłożu Winklera z rucho-
mym układem współrzędnych  
 
 
 

odkształcalnym Winklera. Górna belka obciążona jest siłą skupioną 
poruszającą się ze stałą prędkością. 

Rozważmy zatem układ przedstawiony na rysunku 1. Są to dwie 
nieskończenie długie, jednorodne belki o stałym przekroju po-
przecznym, połączone sprężynami Winklera. Układ belek spoczywa 
na podłożu sprężystym i obciążony jest siłą P  poruszającą się ze 

stałą prędkością v . 

Przy powyższych założeniach drgania poprzeczne belek opisa-
ne są układem dwóch równań różniczkowych: 
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gdzie:  1 ,w x t  – ugięcie górnej belki [m], 

 2 ,w x t  – ugięcie dolnej belki [m], 

1 1E J  – sztywność na zginanie górnej belki [Nm2], 

2 2E J  – sztywność na zginanie dolnej belki [Nm2], 

1m  – masa górnej belki [kg/m], 

2m  – masa dolnej belki [kg/m], 

1 1 1k k b  – współczynnik sprężystego osiadania górnej belki 

[N/m2], 

2 2 2k k b  – współczynnik sprężystego osiadania dolnej bel-

ki [N/m2], 

1b  i 
2b  – szerokości belek. 

2 Rozwiązanie zadania 

W celu wyznaczenia funkcji  1 ,w x t  oraz  2 ,w x t , opisują-

cych ugięcia belek, można rozwiązać powyższy układ sprzężonych 
ze sobą równań różniczkowych czwartego rzędu. 

W niniejszej pracy zastosujemy natomiast inny sposób rozwią-
zania zagadnienia, który polega na doprowadzeniu układu równań 
(1) do jednego równania różniczkowego zawyżonego, ósmego 
rzędu. W takim przypadku w równaniu mamy jedną nieznaną funk-

cję  2 ,w x t : 
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Ugięcie górnej belki 1w  wyznaczamy na podstawie zależności 

otrzymanej z równania (1)2: 
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W zadaniu możemy przyjąć, że zagadnienie jest stacjonarne dla 
obserwatora poruszającego się z obciążeniem, zatem cząstkowe 
równania różniczkowe (1) i (2), opisujące drgania układu, możemy 
transformować na równania różniczkowe zwyczajne w układzie 
współrzędnych związanym z ruchomą siłą. 

Wprowadźmy zatem ruchomy układ współrzędnych, jak na ry-
sunku 1, związany z ruchomą siłą P : 

, , .X x vt Z z T t     (4) 

W takim przypadku możemy zapisać następujące zależności: 
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W układzie współrzędnych związanym z ruchomą siłą cząstko-
we równania różniczkowe (1) sprowadzają się do następujących 
równań różniczkowych zwyczajnych: 
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Jeśli wielkości 1E , 1J  i 1m  są równe odpowiednio wielkościom 

2E , 2J  i 2m , to po dodaniu stronami równań (6) i wykorzystaniu 

zależności 1 2w w w   rozwiązanie upraszcza się. 

Równanie różniczkowe zawyżonego rzędu na ugięcie dolnej 
belki (2) w układzie współrzędnych związanym z ruchomą siłą ma 
postać 
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Wprowadzenie ruchomego układu współrzędnych zmienia ma-
tematyczny charakter równań (3) i (4) z cząstkowego na zwyczajne, 

a jedynym parametrem określającym dynamikę jest prędkość v .  

Układ równań (6), a także równanie (7), można rozwiązać 
przyjmując prawą stronę równą zero i uwzględniając siłę P  po-
przez warunki ciągłości w punkcie 0X  . 

Równanie różniczkowe (7), opisujące drgania dolnej belki o nie-
skończonej długości, można rozwiązać również stosując transfor-
mację Fouriera 
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skąd otrzymujemy równanie algebraiczne w postaci 
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W równaniu (9) 1A  do 
5A  są współczynnikami opisanymi następu-

jącymi wzorami: 
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Z równania (10) wyznaczamy funkcję  W   
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 (11) 

Ugięcie dolnej belki analizowanego układu możemy obliczyć 
rozwiązując następującą całkę 
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Po wyznaczeniu ugięcia dolnej belki można określić ugięcie 

górnej belki 1w  na podstawie zależności (3). 

Podsumowanie 
Wprowadzenie układu współrzędnych związanego z ruchomą 

siłą zmieniło matematyczny charakter równań opisujących drgania 
układu belek z równań cząstkowych na równania zwyczajne. Jedy-
nym parametrem określającym dynamikę w przypadku zadania 
stacjonarnego jest prędkość. 

Analogiczne rozwiązanie otrzymamy w przypadku ruchomego 
punktu materialnego lub oscylatorów, jeśli na belce, po której poru-
sza się obciążenie nie ma nierówności. 

Następnym etapem pracy będzie wykonanie przykładów obli-
czeniowych. 
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A system of two infinite beams  
separated by an elastic core under moving load 

The paper discussed the analytical solution of a dynamic problem of 
a system of two infinite beams separated by an elastic core. The 
beams’ system rests on the Winkler foundation and is loaded with a 
moving concentrated force. Because the problem is stationary for an 
observer moving with the load, partial differential equations, describ-
ing the vibrations of the system, were transformed into ordinary 
differential equations in the coordinate system related to the moving 
force. The system of equations was transformed to one differential 
equation of an eighth order. The equation defines deflection of the 
lower beam. The solution of the problem was resulted to the simple 
infinite Fourier integral. An extensive list of publications on the 
related literature is presented in the paper [1-45]. 
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