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W artykule oméwiony zostanie proces zmian naprezen i
odksztalcen dla profilu energochlonnego kl. 4 o przekroju
kwadratowym w wyniku Sciskania osiowego, wyrazony za
pomocq aparatu matematycznego, pozwalajgcego na okre-
Slenie nosnosci granicznej takiego profilu, ktorego zastoso-
wanie w postaci podluznic, spotykamy we wspolczesnych
konstrukcjach nadwozi samochodowych. Elementy, takie
tworzq tzw. strefe kontrolowanego zgniotu, przejmujqgc czesé
energii uderzenia, jednoczesnie odpowiadajgc za progresyw-
ny charakter deformacji tego obszaru.

WSTEP

W rozwazaniach teoretycznych, omawianego przypadku profilu
cienkosciennego o przekroju kwadratowym, za podstawe zostato
obrane opracowanie prof. Stephena P. Timoshenko. Te podstawy
teoretyczne, przedstawione w ksigzce ,Teoria statecznosci sprezy-
stej” zostaty opublikowane dos¢ dawno, dlatego zostang uzupetnio-
ne i zestawione z innymi pracami na ten temat.

1. ZALOZENIA OGOLNE.

Rozwazany model wzorcowy uwzglednia warunki brzegowe w
ktérych ustrdj skladajacy sie z czterech $cianek o kwadratowym
przekroju poprzecznym jest Sciskany prostopadle do tego przekroju.
Tego typu model charakteryzuje si¢ tym, ze po przekroczeniu na-
prezen krytycznych, $cianek profilu, nie wyczerpuje sie no$nosé
takiego ustroju, a warto$ci naprezenia jaka moze zosta¢ przeniesio-
ne, wielokrotnie przekraczajg warto$¢ naprezen krytycznych po-
szczegblnych Scianek. Taki profil zaliczany jest do klasy czwartej.
Wedtug Piekarczyka [1] aktywno$¢ profilu klasy 4 na przyktadowym
ustroju, dwuteownika dzwigara o smuktych $rodnikach, w przypadku
rozwazania modelu idealnego bez imperfekcji (krzywa "a" - rys. 1.),
mozna podzieli¢ na cztery nastepujace po sobie fazy. Pokazuje to
ponizszy wykres, na ktérym mozemy zobaczy¢ fazy pracy idealnego
i rzeczywistego modelu kl.4.[2]

FAZA I

pierwsze |
uplastyeznienie

FAZAIl

STAN NADKRYTYCZNY

poziom obcigzenia
krytycznego

TAN PODKRYTYCZNY
g

o

Rys. 1. Fazy pracy idealnego i rzeczywistego modelu kl.4. [2]

Na tle tego wykresu mozemy wyr6zni¢ poziom obcigzenia kry-
tycznego. Jest to warto$¢ obcigzenia, ponizej ktdrego w Sciankach

przekroju naprezenia rozktadajq sie w sposob identyczny na catej
szerokosci Sciskanego ustroju zgodnie z prawem Saint- Venanta.

Rys. 2. Rozkiad naprezeri w profilu klasy 4, przed osiggnieciem
naprezen krytycznych G, podczas $ciskania osiowego.

W przypadku przekroju klasy nizszych jak 1,2,3 , czyli dla typowe;
konstrukcji wykonanej z pretow klasy 1,2,3 , jest to warto$¢ ktéra
wyczerpuje no$nos¢ ustroju, tym samym okresla jego wytrzymato$é.
Jednak w przypadku rozpatrywanego profilu klasy 4 stanowi jedynie
0 pewnej granicy, powyzej ktbrej w rozpatrywanych $ciankach
pojawiaja sie wyboczenia lokalne, jakie wywodujg zmiane rozktadu
naprezen w tych Sciankach, przechodzac ze stanu wcze$niej opisa-
nego do stanu nierbwnomiernego. Ten wiasnie rozktad naprezen
przebiegajacy w sposaéb sinusoidalny jest cechg szczegdlna, przypi-
sang profilom klasy 4, ktérych stan przekroczonych naprezen kry-
tycznych nie wyczerpuje nosnosci ustroju pod warunkiem prawidto-
wo dobranych parametréw geometrycznych.
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Rys. 3. Rozktad naprezen w plycie $ciskanej swobodnie podpartej
na krawedziach [3], rozktad naprezen po przekroczeniu naprezen
krytycznych Gk, podczas Sciskania osiowego.

Nastepnym etapem, jest faza nadkrytyczna, powyzej granicy
naprezen krytycznych $cianek modelu. Etap ten charakteryzuje sie
pojawianiem na powierzchni rozpatrywanego ustroju poffal jakich
wielkos¢, ilos¢, a takze rozmieszczenie jest zalezne gtéwnie od
parametréw geometrycznych oraz warunkéw brzegowych. W tym
stanie deformacja ma charakter sprezysty i moZliwa jest globalna
badz lokalna utrata statecznosci lub interakcja miedzy nimi, dlatego
tak istotny jest wspomniany wczesniej prawidtowy dobor parame-
trow geometrycznych w celu uniknigcia globalnego wyboczenia[2).

Z badan wynika, ze juz przy obcigzeniu nieznacznie wiekszym
od krytycznego pasmo ptytowe przyjmuje wypukto$¢. Przy wzro$cie
obcigzenia wypukito$ci tworzg sie w strefach brzegowych. Po dal-
szym rozszerzaniu sie wypuktosci nastepuje gwattowne przejscie do
nowej postaci wygiecia ptyty, co jest réwnoznaczne z osiggnieciem
jej no$nosci granicznej Pgr.
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Rdznica miedzy obcigzeniem krytycznym Nx kr i granicznym Pgr
jest nieduza, gdy obcigzenia krytyczne sg bliskie plastycznym.
Zakres nadkrytycznego zachowania piyty zwieksza sie wraz ze
wzrostem stosunku jej szerokosci do grubosci. Wzrost nie jest
jednak réwnomierny. Stwierdzono, ze w przypadku ptyt cienkich i
szerokich ich no$no$¢ niewiele wzrasta ponad pewng warto$¢ przy
dalszym zwiekszaniu szerokoci [4].

W zaleznosci od wymiardw plyty i od sposobu jej podparcia, a
takze wystepujacych w plycie obcigzen, no$nos¢ graniczna w sto-
sunku do sity krytycznej moze by¢ znaczna, nawet kilka razy wigk-
sza.

W obszarze uplastycznienia materiatu, doznaje on pierwszych
trwatych zmian wigzan miedzyatomowych jego struktury, powoduja-
cych trwate i nieodwracalne odksztatcenia, az do mechanizmu
zniszczenia. Nalezy zauwazy€, ze przy prawidtowo zaprojektowa-
nym ustroju, gérna granica tego etapu jest okreslona przez granice
plastycznosci Rp.. W opisie pracy poszczegoinych ptyt nalezy przy-
jac nieliniowo$¢ geometryczng i materiatowa.

Ostatnim czwartym etapem, jest proces niszczenia, ktéry moze
przebiega¢ w sposdb nagty badz powolny. Etap ten charakteryzuije sie
przyrostem przemieszczen przy jednoczesnej redukcji nosnosci [2].

2. WYZNACZENIE NAPREZEN KRYTYCZNYCH CZYLI
GORNEJ GRANICY OBSZARU STOSOWANIA KLA-
SYCZNEJ TEORIl SPREZYSTOSCI.

Dla profilu prostokatnego, gdy naprezenia $ciskajace zbli-
zajq sie do warto$ci krytycznej, nastepujg wyboczenia lokalne $cia-
nek i przekroje Scianek przybierajq ksztatt uwidoczniony jak na

rysunku 4. [5]

|
[
|

|
i
| |
| <

S VR Y W

Rys. 4. Zmiana postaciowa a) przed osiggnieciem naprezen kry-
tycznych, b) po przekroczeniu poziomu obcigZenia krytycznego [5]

W opracowaniach przedstawionych przez Timoshenko, wzdtuz
pionowych krawedzi w narozach wyboczonej skrzynki zaktada sie,
ze nie dziatajg momenty zginajace i kazda $cianka znajduje sie w
warunkach $ciskanej plyty prostokatnej o brzegach swobodnie
podpartych.

Po utracie stateczno$ci dluga ptyta podparta przegubowo na dtuz-
szych krawedziach dzieli si¢ w przyblizeniu na ptyty kwadratowe.
Wyznaczenie ilo$¢ pétfal m, ktore pojawig sie po przekroczeniu sity
krytycznej w duzym uproszczeniu oblicza si¢ z ponizszej zaleznoci

[5]: 7
!

a | =

m~ (b) {;ﬁ =

Rys.5. Poétfale tworzace sie na powierzchni Scianek ustroju po
przekroczeniu naprezen krytycznych G, podczas Sciskania

gdzie:

a - diugos¢ plyty

b — szerokos¢ ptyty do przekroju ktérego przytozone jest obcigzenie
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Krytyczne obcigzenie mozemy obliczy¢, korzystajac ze wzoru wyj-
$ciowego, gdzie po wyznaczeniu liczby pétfal powierzchni wybocze-
nia ptyty m=1, ma on postac [5]:

_Dnz(a_l_ b)
b2 \b a

Podstawiajac okreslong ilos¢ potfal m=5 , otrzymujemy wynik [5]:

2
Nx kr

Dn%/a  5h\?
Ny pr = ( )

_ + J—
b? \5b a
gdzie: D okresla sztywno$¢ zginania ptyty i okre$lona jest wzorem
[2:
D Eh3
C12(1 - v?)
gdzie:
E — modut Younga,
v — wspdtczynnik Poissona,
h - grubos¢ piyty.

Zgodnie z ponizszym wzorem na krytyczng warto$¢ obcigzenia
$ciskajacego przyjmuje on postac []:

Ny ier m2Eh? a 5b\°
Gk = = <_+ _>
"7 h T 121 —-v2)b2\5h ' a
3 n?Eh%k
" 12(1 — v?)b?

gdzie:

a | 5b\?
o= (Sb + a)

Okreslona z powyzszych zalezno$ci wartosci krytyczna Ok jest
rzeczywista pod warunkiem, Ze jest ona mniejsza, nizeli granica
proporcjonalnosci. Powyzej granicy proporcjonalno$ci powyzszy
wzér daje zbyt duze wartosci O« i rzeczywistg warto$¢ tego napre-
Zenia otrzyma¢ mozna tylko uwzgledniajac plastyczne odksztatcenia
materiatu. W kazdym szczeg6lnym przypadku wyznacza sie gra-

niczng warto$¢ stosunku h/ b do ktérej mozna stosowaé powyzszy

wzér, podstawiajgc w nim za Gk= Gp w zatozeniu , ze wzor ten
zachowuje wazno$¢, az do granicy plastyczno$ci materiatu.

PowyZzsze obliczenia naprezen krytycznych bazowaty na zato-
Zeniu, e ugiecia sg bardzo mate i ze mozna poming¢ odksztatcenia
powstajace przy wyboczeniu piyty w jej ptaszczyznie Srodkowej. Z
badan empirycznych wiadomo, ze zachowanie sig ptyty po wybo-
czeniu jest catkowicie odmienne nizeli zachowanie sie preta Sciska-
nego. Dla preta obcigZenie krytyczne Ny« uwaza¢ mozna za gra-
niczne Pg, podczas, gdy wyboczona cienka ptyta moze przejaé
znacznie wieksze obcigzenie, nizeli to, przy ktérym, rozpoczyna sie
wyboczenie.

Badania oparte na teorii duzych ugie¢ wykazaly , ze mozna
uproéci¢ zagadnienie, przyjmujac znikanie odksztatceri postacio-
wych na brzegach plyty. Obliczona w ten sposob efektywna szero-

kosci wynosi przy zatozeniu gy, < 0 < 60 gy, za pomoca
nastepujacego wzoru przyblizonego [5] :
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E
be = 1,54h |~ +0,19(2a")

gdzie:
a’ :b, = 1/2(1: 1/2b

3. WYZNACZANIE EFEKTYWNYCH OBSZAROW SZE-
ROKOSCI ZASTEPCZYCH PLYT SCISKANYCH W
UJECIU NORMOWYM.

Prekursorem badan efektywnych obszaréw szeroko$ci zastep-
czych ptyt Sciskanych byt Von Karman, wyznaczajac jq z ponizszych
zalezno$ci:
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Rys. 6. Model zastepczej szerokosci piyty [2].

1

be = b(22%) * gdzie o,

M

gdzie:
be - szeroko$¢ efektywna wspotpracujacej Scianki
E - wspétczynnik sprezystosci materiatu piyty,
h - grubos¢ piyty,
v — wspdiczynnik Poissona materiatu pyty,
b — szeroko$¢ piyty.
k — wspétczynnik, ktéry zalezy od warunkéw podparcia i sposo-
bu obcigzenia ptyty. Wspdtczynnik ten mozemy dobraé z poniz-
szych opracowan.
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Rys. 7. Rézne rodzaje obcigZzeh - podparte nieprzesuwnie cztery
krawedzie [2]
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Rys. 8. Zmiana warto$ci wspotczynnika k dla réznych warunkéw
podparcia plyt ciskanych [6]

Problemem nosno$ci nadkrytycznej zajmowato si¢ wielu bada-
czy miedzy innymi: Scheller, Donnel, Marguerre, Cox, Papkowitsch,
Kotier, Winter.

Stosowane w normach wzory do wyznaczanie szerokosci efek-
tywnej sa oparte na formule Wintera. W normach AISI:1996,
EC3:1996, PN-B-03207 podano wzory na szeroko$¢ wspotpracuja-
cq (efektywna) scianek bez usztywnien posrednich w nastepujacej
postaci [3]:

gdzie:

p=—=""; gdy1, >0673; p
Ap

=1,gdy A, <0,637
Przy czym smukto$¢ wzgledna :

T: M: 2 12(1—V2)fyb

P 6 h n2Eko

gdzie:
be — szeroko$¢ efektywna wspdtpracujacej Scianki,
b — umowna szeroko$¢ ptaskiej $cianki,
fy» — granica plastyczno$ci materiatu wyjsciowego,
Okr — Naprezenia krytyczne miejscowej utraty stateczno$ci,
h - grubo$¢ Scianki,
v —wspdtczynnik Poissona materiatu,
E — wspodfczynnik sprezystosci podiuznej materiatu,
ko — wspétczynnik analogiczny jak w poprzednim wzorze, jed-
nak zalezny jedynie od sposobu obcigzenia ptyty, gdyz procedu-
ry w wyzej wymienionych normach uwzgledniajg tylko przypa-
dek przegubowego podparcie $cianek.
W EC3:2002 podano odmienne formuty dla cianek usztywnionych
wzdtuz dwoch krawedzi:

1— 0,0SSQ +¥)
— ’117
gdzie: - -
v =Z—i - dla przypadku réwnomiernie S$ciskanej plyty

wspdtczynnik ten wynosi 1.
0,— mnigjsze brzegowe naprezenie $ciskajace w $ciance,
04— wigksze brzegowe naprezenie Sciskajace w $ciance.
Na ponizszym wykresie poréwnano powyzsze formuty z uwzgled-
nieniem dodatkowo norm DIN18807 oraz BS5950-6:1995.

1.0
b /b
p /P
08 +

06 +

I I

Karman (2.3)
t
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Rys. 9. Poréwnanie normowych formut do wyznaczania szeroko$ci
efektywnej [3].

W praktyce projektowania konstrukcji metalowych, nalezy braé
pod uwage fakt, ze ptyta juz po wyboczeniu, przeja¢ moze obcia-
Zenia wielokrotnie wigksze niz krytyczne, jednoczes$nie nie ulegajac
zniszczeniu. Dlatego logicznym jest okreslenie nie tylko obcigzenia
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krytycznego Nx kr , lecz réwniez obcigzenia granicznego Pgr , ktdre
przejaé moze piyta nie ulegajac catkowitemu zniszczeniu. W celu
obliczenia z grubsza obcigzenia granicznego przy $ciskaniu swo-
bodnie podpartej ptyty, prostokatnej mozna przyjac, ze obcigzenie
Sciskajace przekazywane na piyte, jest ostatecznie przejmowane
przez dwa pasma o szerokoSci ¢ po obu stronach piyty o taczne;
dtugodci be =2c, i ze na tych pasmach, rozklad obcigzenia jest
réwnomierny w przypadku $ciskania osiowego.

Przy takim zatozeniu mozemy nie uwzglednia¢ Srodkowej partii
piyty i traktowaé oba pasma jako dtuga, swobodnie podpartg ptyte
prostokatng o szerokosci b,. Wychodzac z takiego zatozenia ,

naprezenia krytyczne 0',,-dla takiej ptyty wyniosa, [5]:

B 47%D B n?Eh?
% = hb)2 ~ 12(1 — v2)c?

Przyjmujag, ze graniczne obcigzenie osiggniete przy oy, rowne
jest granicy plastycznosci R, materiatu, uplastycznieniu ulegng
strefy podporowe, (krawedzie) plyty, a to wyczerpie no$no$¢ ustroju.
Z powyzszej zalezno$ci otrzymujemy wzor na szerokos¢ efektywna,
przy ktdrej naprezenia krytyczne g, 0siggng granice plastycznosci
R, [5]:

(e)

c = T[—h E/ )
~ Jaz@a—voN

1
gdzie, c= Ebe -szerokos¢ efektywna wspotpracujacej Scianki.

Stosowane w normach np.AlSI:1996, EC3:1996, PN-B-03207,
wzory do wyznaczanie szerokoSci efektywnej sg oparte na formule
Wintera. [3]

i ik}

e

Rys. 10. szeroko$¢ wspdfpracujgca [5].
graniczne zas$ obcigzenie wynosi [5]:

mh? [Eap,
VIB3(1-v]?)

Z powyzszego zwigzku wynika, Ze obcigzenie graniczne nie zalezy
od szerokosSci b plyty i jest proporcjonalne do kwadratu jej grubosci.
Wiekszg zgodno$¢ mozna uzyskaé wprowadzajac do tego wzoru
zamiast wspétczynnika [5]:

Pyr = 2choy; =

T

V31 —v?)

zmienny wspdtczynnik C, zalezny od wymiaréw i wiasciwo$ci mate-
riatu plyty:

Z uwzglednieniem powyzszego w@nnika C, wzbr (w) na
A

=19,przyv=0,3 (h)

graniczne obcigzenia przybiEfa:pos acTol:

P, = Ch2\[Eopl
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W przypadku Sciskania cienko$ciennych skrzynek o przekroju kwa-
dratowym krawedzie skrzynek pozostajg przy wyboczeniu proste ,
wskutek czego warunki zblizone sq do zatozen przyjetych we wzo-
rze..

h3
P, = 0,867a’hopl + ( 1,02E 7)
PODSUMOWANIE

Kres no$nosci ustroju okreslana przez warto$¢ obcigzenia

granicznego Py jest jednocze$nie maksymalng sitg Pmax, jaka wy-
stepuje podczas zgniatania ustroju. Pojawia sie ona na poczatku
przebiegu zmian postaciowych struktury energochtonnej i stanowi o
wartosci sity niezbednej do powstania pierwszej fatdy i dalszej
absorbcji energii w procesie deformacii.
Zakfadajac, ze o nosnosci ustroju Swiadczy jego najstabsze ogniwo,
w przypadku rozpatrywanych struktur, przy zginaniu, czes¢ scianek
profilu prostokatnego jest Sciskana, cze$¢ rozciagana, a na czesc
dziata moment gnacy. W procesie $ciskania, granica no$nosci
ustroju Py jest zdeterminowana granicg plastycznosci Re materiatu i
wsp. k=4, przy $ciankach na ktére dziata moment gnacy wsp.
k=23,9, a w procesie rozciggania granicg wytrzymatosci Rm. Z po-
wyzszego wynika, ze najstabszym ogniwem w zginanym ustroju jest
no$no$¢ Scianki Sciskajace;.
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Mathematical model for determining the limit load capacity of
an energy-intensive profile of class 4

The article discusses the process of stress and strain
changes for an energy-intensive profile with a square cross-
section as a result of axial compression, expressed using a
mathematical apparatus that allows determination of the
load-bearing capacity of such a profile, the use of which in
the form of stringers is found in modern automotive body
constructions . Elements, such as the so-called a zone of
controlled crumpling, taking over part of the impact energy,
at the same time being responsible for the progressive nature
of the deformation of this area.
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