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DOBOR NASTAW REGULATOROW PID DLA QUADROCOPTERA
Z WYKORZYSTANIEM METOD OPTYMALIZACYJNYCH
W PROGRAMIE WOLFRAM MATHEMATICA

W artykule przedstawiono sposéb modelowania dynamiki quadrocoptera oraz zaprezentowano metode doboru nastaw re-
gulatorow PID. Dynamike quadrocoptera wyprowadzono w oparciu o rownania Lagrange’a Il rodzaju. W postaci wykresow
przedstawiono wyniki symulacji dla nastaw dobranych metodg optymalizacji wykorzystujqc pakiet Wolfram Mathematica.

WSTEP

Ostatnimi czasy wzrosto zainteresowanie uzyciem drondw.
Przetozyto sie to na rozwdj technologii budowania i sterowania tego
typu obiektéw. Drony, ktére w celu uzyskania sity nosnej korzystajg
z kilku $migiet, nalezgq do rodziny multicopteréw. W ninigjszym
artykule skupiono si¢ na dronie posiadajacym cztery $migta. Tego
typu bezzatogowy obiekt latajacy (ang. unmanned aerial vehicle,
UAV) nazywany jest quadrocopterem [1]. Taki obiekt jest wielowy-
miarowy i sterowanie nim wymaga zastosowania odpowiednich
regulatorow. Prowadzone sg badania nad zastosowaniem regulato-
ra LQR (ang. Linear Quadratic Regulator) [3]. Istnieje tez kilka prac
dotyczacych sterowania z uzyciem regulatora $lizgowego (ang.
Slide Mode Control) [2], [8] czy sterowania wykorzystujacego regu-
lator rozmyty (ang. Fuzzy Control) [10]. Regulatory PID tez sg bar-
dzo popularne i znajdujg zastosowanie w sterowaniu quadrocopte-
row [4], [5], jednakze dobdr wielu nastaw regulatorow PID jest kfo-
potliwy. Jednym ze sposobdw poradzenia sobie z tym problem sg
metody oparte na optymalizacji kryteriow sterownia takich jak np.
catka modutu btedu. Wiekszo$¢ dotychczasowych opublikowanych
prac i wykonanych badan zostato przeprowadzonych przy pomocy
programow komputerowych takich jak np. Matlab [4], [5], [6] czy
LabVIEW [9]. Artykut skupia sie na znalezieniu nastaw regulatora
PID wykorzystujac oprogramowanie Wolfram Mathematica. Gtow-
nym celem bedzie znalezienie najlepszych nastaw procedurg mini-
malizacji catki modutu btedu. W uktadzie regulacji zastosowano
cztery regulatory PID, odpowiedzialne za wysokos¢ (ang. altitude)
oraz przechylenie, pochylenie, odchylenie (ang. Roll, Pitch, Yaw). W
programie Wolfram Mathematica dostepne sg funkcje minimaliza-
cyjne to ,FindMinimum” oraz ,NMinimize”. Rdznica miedzy nimi
wynika z tego, Ze pierwsza z nich poszukuje minimum lokalnego, a
druga z nich odpowiedzialna jest za znajdowanie minimum global-
nego funkcji z natozonymi ograniczeniami. Najpopulamiejsze algo-
rytmy bez ograniczen dostepne w programie Wolfram Mathematica
to: ,PrincipalAxis”, ,Automatic”, ,ConjugateGradient’, za$ wsréd
metod dla ktorych wystepujg ograniczenia bedg to: ,NelderMead”,
,RandomSearch’, ,SimulatedAnnealing”, ,DifferentialEvolution” [7] .
Szczegdty metod optymalizacyjnych opisane zostaty w pracy [11].
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1. MODEL MATEMATYCZNY QUADROCOPTERA

Model matematyczny zostat wyprowadzony za pomocg réwnan
Lagrange’a Il rodzaju. Na bezzatogowy obiekt latajacy jakim jest
omawiany quadrocopter (Rys. 1) nie sq natozone Zadne wiezy,
zatem posiada on 6 stopni swobody.

Rys. 1 Quadrocopter

Wspdirzedne pozycji i orientacji drona przedstawione sg
w postaci wektora g (1). Pierwsze trzy parametry oznaczajq potoze-
nie drona w przestrzeni a kolejne trzy dotycza jego obrotu.

a=x y z ¢ 0 y] (1)
gdzie:
X, ¥, Z - przemieszczenie wzdtuz osi uktadu wspétrzednych,
®, 6, y - przechylenie, pochylenie i odchylenie wzgledem osi uktadu
wspdtrzednych.

Lagrangian (4) uzyskano poprzez roznice catkowitej energii ki-
netycznej (2) i energii potencjalnej drona (3).

E, =%m(x2 +y? +22)+%(JX(/>2 +3.0+345°) @

E, =mgz )
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L=E, -E, )

gdzie:

m —masa quadrocoptera,

Jy, Jy, Jz — momenty bezwladno$ci wzgledem osi uktadu wspot-
rzednych zwigzanego z dronem,

g - przyspieszenie ziemskie.

Réwnania Lagrange’a zostaty wyprowadzone z zaleznosci (5)
d{oL) oL
|- =F )
dtlog) oq
gdzie:

F — wektor sit uogdinionych

Sita unoszenia (ciggu) Fr wymuszana jest przez sume ciagu
silnikow F, =Zf'71Ti jest skierowana pionowo w goére wzdtuz osi

pionowej drona Z i ma posta¢ opisang wzorem (6).
0
F=/0 (6)

Przemnazajac (6) przez macierz obrotu R uwzgledniono zmia-
ne katéw przechylenia, pochylenia i odchylania dla drona a tym
samym sktadowe sity unoszenia w uktadzie odniesienia OXYZ.

Fg =RF; (1)

Macierz obrotu (8) dla przestrzennego uktadu powstata po-
przez przemozenie macierzy elementarnych mogacych obra¢ dron
0 zadany kat.

R=R,R,R, )

gdzie:

Rx — macierz obrotu o kat ¢ wokét osi X
Ry — macierz obrotu o kat 6 wokét osi Y
R; — macierz obrotu o kat y wokét osi Z

Dla wspoétrzednych konfiguracyjnych odpowiedzialnych za ob-
rét @, 6, w sita uogdlniona wyrazona jest w postaci momentow
odpowiednio My, Ms, My (9) — (11). ZaleznoSci te przedstawia
Rys. 2.

M, = -TI+T,l 9)

M,=T,I-T,|l (10)
4

MV/ - i:lMi an

gdzie:
I - odlegto$¢ silnika od Srodka ciezkosci drona
Ti - sita ciggu i-tego silnika

M; — moment ciggu i-tego silnika

Rys. 2 Quadrocopter w uktadzie wspdfrzednych
Ostatecznie wektor sit uogdlnionych przyjmuje postac:
| F,(cosgcosy sin §+sin psiny) |

F, (—cosy sin ¢+ cosesin &sin y)
F, cosdcose

Wyprowadzony model wedtug wzoru (5) i wyznaczeniu drugich
pochodnych wektora stanu q przyjmuje postaé szesciu réwnan
rézniczkowych (13) — (18).

., F . L
X =—%(cos pcosy sin 6 +sin psin ) (13)
m
. F : S
§ =—%(—Ccosy sin ¢+ cos ¢sin 4sin ) (14)
m
N o
Z=—tcosfdcosp—g (15)
m
M
=—* 16
@ 3 (16)
.M,
y=—" (17)
Jy
N Y
V=72 M (18)

Na podstawie powyzszych réwnan mozna stwierdzi¢, ze efek-
tywna kontrola quadrocoptera zalezna jest od generowanej sity
ciggu F; wzdtuz osi Z oraz od powstajacych momentow obrotowych
Mo, Ms, My. WielkoSci te zalezg od kwadratu predkoSci obrotowej
silnikow. Sty ciagu i-tego silnika Ti na podstawie predkosci katowej
wirnika obliczono na podstawie réwnania (19)

62018 AUTOBUSY 781



T. =bw?

(19)

gdzie:
b — wspébtczynnik korygujacy
w; — predkos¢ katowa i-tego silnika

Obliczenie momentu na wale i-tego silnika M; na podstawie
predkosci katowej wimnika umozliwia rdwnanie (20)
M, = dw’ (20)

gdzie:
d — wspdtczynnik korygujacy
Po podstawieniu (19) i (20) do réwnan (13) — (18) otrzymano

% =BZ%1a)f(cos pcosysin 6+sin psiny)  (21)
m ==

. b 4 2 . . .
y= EZizla)i (—cosy sin @+ cos sin @sin ) @)

, Db
7= Ez‘:wf cosfcosp—g (23)
. Dl
b= ot +of) 2
I
f=—(0?-0?) (25)
y
W:J—(a)f—a)22+a)§—wf) (26)

z

2. STEROWANIE QUADROCOPTEREM

2.1.  Struktura uktadu sterowania z regulatorami PID

Ze wzordw (21) — (26) mozna wywnioskowacé, ze fizycznie ste-
rowanie quadrocopterem odbywa sie poprzez odpowiednig zmiane
predkosci obrotowych wirnikow. W zaleznosciach (21) - (23) sita

ciagu F, = bZ::‘=l a)lz , zalezna jest od 4 silnikow. W praktycznej

realizacji sterowania nalezy zaimplementowac cztery regulatory: dla
wysoko$ci z (sterowane sitg F), przechylenia ¢ (sterowane momen-
tem My), pochylenia 6 (sterowane momentem M) i odchylenia
(sterowane momentem My). Réwnania regulatorow PID mozna
zapisac (27) - (30):

U, =K + Klljel(r)dr_ KpiZ (27)

U,= szez+K|ZIez(7)d7_KDz¢ (28)
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U, = KP3e3+K|3jes(T)d7_K039 (29)

U, :KP4e4+K|4Ie4(T)dT_KD4W (30)

gdzie:
Kri , Kii, Koi — nastawy regulatoréw PID

Btedy regulacji zdefiniowane sg jako: btad wysokosci e1 (31),
btad przechylenia ez (32), btad pochylenia e3 (32) i btad odchylenia
e4(34).

e =2,-12 (31)
€, =0y —¢ (32)
e,=6,-0 (33)
& =Yy~ (34)

gdzie:
Zz, ¢z, 6z, Yz —sygnaly zdane

Poniewaz nie da sie bezposrednio sterowaC sita F:
i momentami My, Ms, My nalezy na ich podstawie wyznaczy¢ pred-
kosci katowe poszczegdlnych silnikdw rozwigzujac rdwnanie macie-
rzowe (35). Otrzymuje sie wdwczas rozwigzanie (36) — (39).

Ul b b b bl[e
Uy,| [-bl 0 bl 0 ||e?
u = ) (35)
s/ | 0 bl 0 -bl||&
U [d -d d -d]|e?
w, = i—iJrﬁ (36)
4b 2bl 4d
w, = i+$—ﬁ (37)
4b 2bl 4d
w; = &4_&4_& (38)
4b 2bl 4d
_ Y Ys U, (39)
“ Vab 20l 4d

Na Rys. 3 przedstawiono schemat na ktorym pokazano w spo-
sob schematyczny ztoZzenie sygnatdéw sterujacych wptywajacych na
predko$¢ obrotowa silnikow w1, w2, w3, w4
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Rys. 3 Wptyw sygnatow sterujgcych U na prace silnikéw

taczac ze sobg réwnania (21) - (26) i (35) — (38) otrzymano

X= ﬂ(cos @ COS i sin @+sin @sin ) (40)
m
.U . S
§ =—2(—Ccosw sin @+ Cos psin #sin i) (@1)
m
LA
Z=—cosfcosp—Q (42)
m
— 43
¢ ] (43)
j=22 (44)
JY
=t 45
v 3 (45)

2.2. Dohdr nastaw regulatora PID

Strojenie regulatora PID dla quadrocoptera bedzie polega¢ na
znalezieniu jego nastaw: Kpi, Ki, Kbi. Rdwnania (21) - (26) informujg
nas ze model drona jest wielowymiarowy tj. z wieloma wejsciami
i wyjSciami [12]. Na Rys. 4 przedstawiony zostat schemat regulac;i
z algorytmem strojenia regulatora PID.

w e Z U L

Regulator » Obiekt »

(

Algorytm ™=
minimalizacji

Rys. 4 Schemat regulacji uwzgledniajacy dob6r nastaw requlatora

Algorytm minimalizacji opiera sie na znalezieniu takich nastaw
regulatora PID aby wskaznik jakosci regulacji byt jak najmnigjszy.
Jako wskaznik ten przyjeto catke modutu uchybu dla regulowanych
wspdtrzednych z, ¢, 6, w. Dodatkowo, w celu ograniczenia sygnatu
wejsciowego wskaznik jakosci zawiera sygnat wejsciowy, mnozony
przez wspbtczynnik kary p. Ostatecznie wskaznik jakoSci przedsta-
wia réwnanie (46).

J/le+]o(U; ~u, ot (46)

gdzie:
0 - wspotczynnik kary
Ui — wspotczynnik i-tego sygnatu w stanie ustalonym

Skrypt napisany w programie Wolfram Mathematica ma na celu
minimalizacje tego wskaznika, znajdujac odpowiednie nastawy dla
regulatora PID. Sprawdzono wiele wspétczynnikdw kary, w artykule
zaprezentowano najlepsze wyniki dla wspdiczynnika kary wynosza-
cego p = 10. W programie przetestowano najczesciej wykorzysty-
wane metody do znajdowania minimum. Procedury, w ktérych nie
natozono zadnych ograniczen nie sprawdzity sie, poniewaz niektore
znalezione nastawy byly ujemne. Dla metod z ograniczeniami ktdre
wynosity: dla cztonéw proporcjonalnych od 0 do 2000 oraz dla
cztonoéw catkowych i rézniczkowych od 0 do 100, nastawy dawaly
zadowalajace rezultaty. Na podstawie przeprowadzonych symulacji
najlepsze efekty, biorac pod uwage wszystkie cztery regulatory,
dawata metoda ,Random Search” ze wspotczynnikiem kary p = 10
(Tabela 1).

3. WYNIKI SYMULACJI

W programie Wolfram Mathematica przeprowadzono symulacje
dla parametréw podanych w Tabela 2 i nastaw poczatkowych regu-
latora PID wedtug Tabela 3. Czas symulacji wynosit 10 sekund.

Tab. 1. Otrzymane parametry nastaw regulatoréw dla metody ,RandomSearch” z ograniczeniami

Metoda WSP"*CZZ}”””‘ kary Reﬁ;'rfg";é”a Ke K Ko Wskaznik jakosci

z 17028 894227 55,6204 00475488

1 P 1044.57 220673 87 4841 0.0003936

0 1496.84 21.0427 63.3550 0.0002411

v 776817 475874 83.4526 0.0015086

2 811149 120622 65.5037 0.105882

0 P 111,36 709838 34.7067 0.0001823

0 988 21 56,1532 26.958 0.000197

Random Search v 530,547 421036 79.1243 0.0021802
2 342154 85.7247 90.153 0.60089

0 0 9951 12,9631 78.2507 0.0003506

0 1222.68 30,7682 2.9323 0.0004775

v 488,64 84.755 11.1223 0.0004119

2 3.14558 85.7507 90,2544 0605433

000 9 995.003 12.8669 78.2607 0.0003504

0 1222.68 396172 92,9907 0.0004775

v 488,634 84.8321 10,6327 00003943
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Warunki poczatkowe (47) byty nastepujace:

x(0)=0.1, x'(0) = 0, y(0) = 0.1, y'(0) =0, z(0)=5,
Z(0)=0, ¢(0) =0, ¢'(0) =0, 6(0) = 0, 6%0) = 0, (47)
w(0) =0, y'(0) =
Tab. 2. Parametry modelu quadrocoptera
Parametr Warto$é Jednostka

m 0.65 kg

g 9.81 kg m/s?

Jx 0.0075 kg m2

Jy 0.0075 kg m?

Jz 0.0013 kg m2

Tab. 3. Parametry poczatkowe dla procedur optymalizacyjnych
i Kpi Kii Kbi
1 30 03 2
2 0.1 03 0.1
3 0.1 0.1 0.1
4 0.1 0.1 02

Sygnat zadany (42) kolejno dla wspotrzednych z, ¢ , 8, w byt
nastepujacy:

Tab. 4. Sygnat zadany
@(t) [rad] O4(1) [rad] WA(t) [rad]
0.04 0.05 0.1

z(f) [m]
6

Wstawiajac wyliczone nastawy regulatorow PID do réwnan
(40) — (45), za pomocg funkcji Plot otrzymano przebiegi wspotrzed-
nych dla quadrocoptera. Na Rys. 5 b) i Rys. 6 b) przedstawiono
przebiegi z dobranymi nastawami. Rysunki (Rys. 5a) i Rys. 6 a))

a)

Xy, Zm

20

10 VA

10
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prezentujq przebiegi dla parametrow poczatkowych (Tabela 3).
Wykresy przedstawione na Rys. 5 dotyczg zmiany w czasie trzech
parametréw x, y, z, natomiast Rys. 6 ilustruje utrzymywanie przez
drona trzech zadanych katow ¢, 6, y .

PODSUMOWANIE

W pracy pokazano, ze zaproponowany sposéb doboru nastaw
dziata poprawnie. Do prawidtowego doboru nastaw konieczny jest
jednak zaproponowany wskaznik jakosci. Nie wszystkie jednak
procedury optymalizacyjne zawarte w programie Wolfram Mathema-
tica sprawdzajg sie w znalezieniu interesujgcego nas minimum. W
celu poréwnania réznych metod optymalizacji przeprowadzono
wiele symulacji, sprawdzajac metody zaréwno z ograniczeniami jak i
bez. Ponadto dla kazdej z metod przeprowadzono symulacje, w
ktorych sprawdzono wptyw wspdtczynnika kary p na wyniki optyma-
lizacji. Dla obiektu sterowania jakim byt quadrocopter najlepsze
rezultaty osiggnieto stosujagc minimalizacje ,RandomSearch” z
ograniczeniami dla p, ktore wynosito 10. Zaproponowane kryterium
sprawdzito sie w przypadku doboru wielu nastaw. Szczegélnie
wazng role petni tutaj czton oparty na wspdtczynniku kary dla sygna-
tu wejciowego. Nalezy nadmienic, ze w przypadku przyjecia kryte-
rium jakosci bez sygnatu wejsciowego i wspétczynnika kary, rezulta-
ty optymalizacji byty niezadowalajace poniewaz wartosci otrzyma-
nych parametréw powodowaty znaczne przeregulowania. Zapropo-
nowany wspdtczynnik optymalizacyjny mozna z powodzeniem
stosowaC w przypadku doboru nastaw wigkszej liczby regulatoréw.
Program Mathematica jest jednym z lepszych, ktdry jednoczesnie
zapewnia szybki sposob modelowania i optymalizacji tak ztozonych
kryteridw.

Rys. 5 Poréwnanie przemieszczenia drona: a) przed strojeniem, b) po strojeniu regulatorow

a)
_rad|
0.14
0.12
0.10 v
0.08
0.06
0.04 \/\_/\_,
0.02 4
2 4 6 8 10 b

m
X
20
10 VA
tisl
2 4 6 8 10
10
b)
Jradl
0.10 v
0.08
0.06
0.04
®
0.02
tisl
2 4 6 8 10

Rys. 6 Poréwnanie przemieszczenia drona: a) przed strojeniem, b) po strojeniu regulatoréw
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Selection of settings of PID regulators for quadrocopter
with the use of optimization methods
in the Wolfram MATHEMATICA software

The article presents the method of modeling the dynam-
ics of a quadrocopter and presents a method for the selection
of PID regulators. The quadrocopter's dynamics were de-
rived based on the Lagrange equations of the second type. In
the form of graphs, the simulation results were presented for
the settings selected using the optimization method using the
Wolfram Mathematica package
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