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Wactaw SZCZESNIAK, Magdalena ATAMAN

ZADANIE KRYLOWA W PRZYPADKU BELKI
NA INERCYJNYM PODLOZU WLASOWA

W artykule omowion0 pewien sposob znajdowania postaci zamknietej catki szczegolnej w rownaniu ruchu sprezystej belki
Eulera obcigzonej nieinercyjng sitg, poruszajqcg sie po belce ze stalq lub zmienng predkosciqg. Calka szczegolna opisuje drga-
nia czysto wymuszone, a zeby otrzymaé petne rozwigzanie zadania nalezy jeszcze dodaé catke szczegdlng opisang szeregiem.
Belka spetnia warunki brzegowe swobodnego podparcia. W pracy zamieszczono rowniez obszerny wykaz literatury zwigzanej z

tematykq referatu.

WSTEP | SFORMULOWANIE PROBLEMU

Zadanie ruchomej, bezmasowej sity skupionej na swobodnie
podpartej, sprezystej belce mostowej nazywane jest w literaturze
przedmiotu zadaniem Krytowa, od opublikowanej w jezyku niemiec-
kim pracy [1] z 1905 roku. Praca ta byta rowniez wydana w jezyku
rosyjskim w Ros;ji [2]. Nastepnie w dwoch monografiach [2+4] Kry-
tow sumuje szereg opisujacy tak zwane drgania czysto wymuszone

wykorzystujac szereg Fouriera funkcii liniowej S = ZE Koncep-
n=1

cie Krylowa wykorzystat Ruczymskij w pracy [5], sumujac szereg

opisujacy drgania czysto wymuszone od zmiennej liniowo w czasie

sity skupionej P(t)= POVTt. poruszajacej sie po belce ze stalg

predkos$cig v .

W 1963 roku Kaczkowski w pracy [5], stosujac metode ugie¢
walcowych, sumuje szereg opisujacy drgania czysto wymuszone,
pokazujac strone fizyczng zagadnienia. Uogdlnienie, na belki o
dowolnych warunkach brzegowych, sposobu Kaczkowskiego doko-
nat Reipert w pracach [6+7]. Jeszcze inng koncepcje wysumowania
szeregw opisujacych drgania czysto wymuszone dokonat Sniady w
pracach [8+11]. Zagadnienie to wystapito w pracach autoréw
[13+15].

W niniejszej pracy pokazemy jeszcze jeden sposob wysumo-
wania szeregu opisujacego drgania czysto wymuszone, nadajac mu
przy tym interpretacje statyczng pokazang przez Timoshenke w
pracy [12] z 1926 roku.

1. ROWNANIE RUCHU BELKI SWOBODNIE
PODPARTEJ NA PODLOZU WINKLERA
POD OBCIAZENIEM RUCHOMEJ, BEZINERCYJNEJ
SILY SKUPIONEJ

Réwnanie ruchu belki pokazanej na rysunku 1 wyprowadzamy
z réwnania Lagrange'a drugiego rodzaju.

Zaktadamy ugiecie belki w postaci szeregu spetniajacego wa-
runki brzegowe zadania:

w(x,t):ZZqrl (t)sinn?”x. M
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Rys.1. Schemat dynamiczny zadania Krytowa

Energia sprezysta belki i energia sprezysta podioza Winklera
okre$lona jest wzorami:

n=1

1_ ¢ d*w EJ 7t &
V. ==EJ dx = n* g2.
bel 2 ‘([{dXZJ 4|3 Z q”
|

k kl &
Vpod :EJWZdX:IZ qrf'

0 n=1

gdzie k jest wspdtczynnikiem podtoza.
Energia kinetyczna belki o masie roztozonej m jest opisana
wzorem:

1_kdwY mlt &
E. =—m||l— |dx= 12 3
kin 2 '([{dX] 4 an ()

n=1
Uogolniona sita moze by¢ wyznaczona w nastepujacy sposob:

. nrxvt
owW=¢5q, sin ﬂl ,

Pow=Q, dq,,

anPsinn”Vt.

Zwazywszy, ze V =V ,+V,, rownanie Lagrange'a drugie-

go rodzaju zapisujemy w standardowej postaci:
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d(éE, | oE, oV
—_—-—4—= .
dt[ aa, ] oq,  oq, e ®)

Podstawiajac (2), (3) i (4) do (5) otrzymujemy niejednorodne, liniowe
réwnanie rozniczkowe o statych wspdtczynnikach, drugiego rzedu
na wyznaczenie uogolnionej funkcji (wspétrzednej) ¢,. Mamy
zatem:

. 2 (EBEIn*z* kI 2
bht=|—F3 +t5 |h=Z

ml 212 2 ml

Réwnanie (6) mozemy zapisac rowniez w standardowej postaci

4, +a’ q, _2 Psmnﬁvt
ml |
7
2_n27z2 E-l— k1 )
A E montztmo

Petnym rozwigzaniem réwnania (7) jest nastepujaca funkcja:

2P a, . .
— | - sine, t-sina, t |,
rﬁl(an—a)n) 10)

n

g, (t) =

nzv nz
ZAV, /IZI—

n = I n n

Pierwszy sktadnik wzoru (8) z sin,t opisuje drgania swo-
bodne towarzyszace, drugi za$ z czynnikiem sin ¢, t, opisuje

drgania czysto wymuszone belki.
Drgania czysto wymuszone w belce na podtozu Winklera za-
tem opisuje funkcja

2P .
qn(t):m&n C{nt:

sin nzvt ©)

nZviml?’

“EIA ., KI°
n + - ;
EJ 7

EJ 7*

Ostatni zapis réwnania (9) jest catkq szczegoing réwnania (6).
Podstawiajac (9) do (1) otrzymamy ostateczny zapis drgan czysto
wymuszonych podanych w pracach [1+17]. Mamy zatem:

2P &sina. tsin A x
W, (1) == > ———"==
mlis o —of

nzvt nzX

:2P|3i sin | smT | (10)
EJ 7* k1 2v2ml?

n=l .4 _n

EJ ~* EJ 72

Rozwazmy z kolei te samg belke obcigzong statycznie sitg
skupiong w statej odlegtosci ¢ =vt, oraz obcigzong duzq Sciska-

jaca sitg osiowq S , jak na rysunku 2.

P
L c
S:mvi}A \ 2 EJ B_S X,

~__ = —
| /

I I
« »
bl »

z,wl

Rys.2. Schemat statyczny rozwazanego zadania

Energia sprezysta od duzej sity Sciskajacej S moze byé wy-
znaczona nastepujacym sposobem. Zgodnie z rysunkiem 3 mamy:

2
ds—dx = 1+(dwj dx—dx:1 d—W dx,
dx 2

dx
' s k(dwY
Vszs.[(ds—dx)dx:—j — | dx= (1)
0 2 yLdx
S’ & 2 2
= n
20 Zl a,
dx,
S =mv A EJ _Zfs x,
W
3 z |
z,w¢
dx 4 0 dx P
w
dleIﬁdx 1 ax
E O Idw
2 ' dx dx
l+(2lj dx P
X

Rys. 3. Interpretacja geometryczna odksztatcenia belki w zadaniu
Statycznym z duzg sitg osiowg

Dotaczajac pochodng energii sprezystej do uogoinionej sity La-
grange'a, pomijajac energie kinetyczng uktadu, réwnanie (5) jest
teraz nastepujace:

nzc Sz’ &
P5|n—+ i > n’q
n=1

oV BEJz* , ki
=—= 3 n+—i(q,.
aq 21 2

n

Wyznaczajgc z ostatniego g, otrzymujemy:

2PI° S'”?
TR KT nvmie (13)
EJ~z* EJrt
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Wstawiajgc (13) do (1) otrzymujemy rozwigzanie réwnania rdz-
niczkowego belki obcigzonej statycznie sitg P i duzg sitg Sciskaja-
cg S:

2P & SIﬂ?Sln@
EJﬁ4Z;4 KI* _nesi?’ (14)
EJz* EJx’

Poréwnujac ze sobg teraz rozwigzania (10)2 i (14) zauwazymy,
ze sg one identyczne jesli

S =mv2. (15)

Oznacza to, ze drgania czysto wymuszone w ustalonej chwili
okre$lajacej potozenie ruchomej sity skupionej P na belce sg
réwnowazne z zadaniem statycznym przy vt =c =const. i duze]
$ciskajacej sile osiowej S = m v?.

Rozwigzanie (14) mozna uzyskac¢ do$¢ prosto ze statyki preta z
duzg Sciskajacq sitg osiowg w postaci zamknietej, a nastepnie
podstawiajgc w nim c=vt oraz S=mv?, mozna otrzymaé
zamknigta postac catki szczegdlnej réwnania ruchu (6) opisujace;
drgania czysto wymuszone (10).

2. ROZWIAZANIE ZADANIA STATYCZNEGO

Zadanie statyczne rozwigzemy w dwéch przypadkach. W
pierwszej kolejnosci zatozymy, ze wspotczynnik podtoza w rozwia-
zaniu (14) jest rowny zeru: k =0. W drugim przypadku uwzgledni-
my podtoze sprezyste Winklera czyli k =0 .

‘ c P
9‘%,
_ 21 &y oy ¥
S —mv:A } A4 EJ } B< S }
o, o
RA—PI_—C R,=P%
: ! / : !

Rys. 4. Obliczanie reakcji i momentu zginajgcego w belce z duza,
Sciskajgcaq sifg osiowq

Rozpatrujgc zatem pierwszy przypadek, zgodnie z rysun-

kiem 4, reakcje statyczne i momenty zginajace w belce statycznie
wyznaczalnej z duzg Sciskajacq sita osiowg wynoszg odpowiednio:

Malzpl_TCX-i-SW, xe(0,¢),

MaZ:PIE(I—x)JrSW, xe(c,1).

Catkowite ugiecie statyczne belki wyznaczamy standardowym
sposobem zapisujac dwa réwnania rézniczkowe drugiego rzedu:
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2.~
EJ j)‘("z’—-P—' Cx-sw,  xe(0,c)

2w ¢ i
EJ T =—P-(I-x)-Sw,  xe(c,1)

Woprowadzajac wspdtczynnik S = EiJ réwnania (17) zapisu-

jemy w nastepujacej postaci:

2.~

g)\(’!+ﬂ2 __P:EJ_(;X sw,  xe(0,¢),
. . (18)
dx2+ﬁ2W:_Pﬁ(l_X)_SW’ xe(c,1).

Rozwigzaniami rownan (18) sa nastepujace funkcje:
- . I-c
W= Acos X+ Bsmﬂx—PS—x, xe(0,¢),

(19)

Xe(c,l).

W:Ccosﬂx+Dsinﬂx——P%(l—x),

State catkowania A=+ D, wyznaczymy z nastgpujacych wa-
runkéw brzegowych i warunkow ciggtosci odksztatconej osi belki:

x=0—>w=0, x=1—Ww=0,

X=C — Wlew, = Wpraw. !

dw|ewl _ dV‘vpraw.
dx dx

(20)
X=C >

W wyniku rozwigzania uktadu réwnan (20), state catkowania
wynoszg odpowiednio:

_ Psin[ g(1-c)]
s gsin(p)

_P
D= Sﬁsm(ﬁc) ctg(Al1).

A=0,

(1)
_P

C= S5 sin(Bc¢),

Podstawiajac teraz (21) do (19) otrzymujemy dwa wyrazenia na
linie ugiecia belki w przypadku statycznym

W(x):g{w sin(/i’x)—l_l—C x},

Bsin(B1)
| Xe(O, C), 22)
\M@=g{ﬂ%§§%%l n(pc)- IX }
xe(c, ).
Wprowadzajgc oznaczenia:
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EJ S v

b2:—, = _— =—,
mn PNE 7P (23)
S=mv? c=vt,

po prostych przeksztatceniach rownania (22) przechodzg $cisle w
rozwigzania Krytowa [3+4] uzyskane inng droga. Mamy zatem:

w5 b%(_)
b

vty xe(0,vt),

W zakonczeniu tego rozdziatu przedyskutujemy jeszcze przy-
2

padek S =S, :T—ZEJ, €0 oznacza, ze duza Sciskajgca sita

osiowa osiggneta swojg warto$¢ graniczng w sensie Eulera. Mamy
zatem:

2
S=S, :ﬂ—ZEJ =mMV?, —v=v, == EJ

| IV m %)

W konsekwencji duzej $ciskajacej, granicznej sile krytycznej w
zadaniu statycznym odpowiada w drganiach czysto wymuszonych
przejazd ruchomej sity skupionej z predkoscig krytyczng w sensie
Krytowa-Timoshenki. Jednakze przejazd z takg predkoscig nie
oznacza utraty statecznosci belki, bowiem maksymalne ugiecie jest
ograniczone do 1.55w,, a sita skupiona opuszcza belke. Nie jest

to maksymalne ugiecie belki, ktore wynosi 1.67 w,, przy predkosci

0.67v, i x=0.671.

3. BELKA NA PODLOZU WLASOWA

W przypadku belki na podtozu Wtasowa, o dwoch wspétczynni-
kach podtoza k i k,, obcigzonej statycznie sita P i duza, Sciska-
jacg osiowo sitg S réwnanie rbwnowagi zapiszemy w nastepujacy
sposodb:

d*w

dx*

dW

EJ

(x=c).

+(S-2k) o (26)

Réwnanie jednorodne (26), po wprowadzeniu pewnych ozna-
czen ma postaé:

d4w+ , d2W
dx* d x?
S—2k K @)
2_ Y “N — 4 .
F==%" "5

Réwnanie charakterystyczne réwnania (27) jest czwartego stopnia o
czterech pierwiastkach zaleznych od wspotczynnikéw g i 7.

Mamy zatem:

1234 J

r‘+p%r*+4n* =0,

S— 2k s 2k Y k.
2EJ )~ 2EJ EJ'’
S<?2

S-2k), |k _(S-2k 2
h2as = EJ | 2E]
f k S- 2kt S 2k,
+
4EJ 4EJ
# S 2k, S 2k,
4EJ 4EJ
W przypadku podkrytycznej duzej $ciskajacej sity S <mv?, roz-
wigzanie réwnania niejednorodnego opisuje funkcja:

(28)

W(x)=(C, e +C, e )cos(a x)+

H(c,e )

"+C, e )sin(a x).

Rozwiazanie (29) moze opisywa¢ odksztatcong o belki przy
xe(0, ¢). W przypadku kiedy xe(c, 1), réwnanie (29) przechodzi

w nastepujace:

W(x)=(D, e +D, e”)cos(a x)+
30
+(D3e”+D4e’”)sin(ax). 0

W réwnaniach (29) i (30) mamy do wyznaczenia az osiem sta-
tych catkowania C, +C, oraz D, +D,. State te wyznaczymy z
czterech warunkoéw brzegowych na koncach belki i z czterech wa-
runkdw ciggtosci belki pod sitg skupiona;

2~
x=0 - =0 IV _g
d x
_ d*w,
x=1 — Wp=0, 0 =0,
dw  dw 31)
z=c - W=w, —=—07",
dx dx
2w d*W S diw
z=c—>d"\2"= > _EJ de': 2 l=p
d x d x X d x
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W réwnaniach (31) W, oznacza rozwigzanie (29), za§ W, oznacza

rozwigzanie (30).

Rozwigzujac uktad o$miu réwnan (31) wyznaczamy osiem sta-
tych catkowych, ktére majg skomplikowang i rozbudowang postaé
zapisu i, w zwigzku z tym, nie bedziemy przytaczali tutaj tego roz-
wigzania z powodéw edycyjnych.

Réwnania (29) i (30) mozemy zapisac réwniez w alternatywnej
postaci zamieniajac funkcje wyktadnicze na funkcje hiperboliczne
oraz przyjmujac nowe state catkowe [21]. Mamy zatem:

W (x)=C,sh(ax)sin(sx)+C,sh(ax)cos(fx)+

+C,ch(ax)sin(Bx)+C, ch(ax)cos(Bx). (29a)

Rozwigzanie (29a) opisuje odksztatlcong oS belki przy
xe(0, ¢). W przypadku gdy xe(c, 1) réwnanie (29a) przechodzi
w (30a) i ma postac:

W(x) = D, sh(ax)sin(Ax)+D,sh(ax)cos(fx)+

4B, ch(@x)sin(fx)+ B, ch(ax)cos(px). )

W zakonczeniu tego rozdziatu przeanalizujmy jeszcze raz roz-

wigzanie (14), ktére przy wprowadzeniu oznaczenia ¢, :nl—”
mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob:
_ 2P & sing, c .
W(X)=— L — Sine, X.
=g 2 5ok ko M @
a ————— o, +——
EJ EJ

gdzie k =kb, za$ b oznacza szeroko$¢ prostokatnego przekroju
poprzecznego belki.

Przyréwnujac do zera mianownik wyrazenia stojacego pod su-
ma w (32) otrzymujemy wzor na site krytyczng Eulera belki na pod-
tozu sprezystym Winklera przy k, =0 oraz Wtasowa przy k, =0

~, oraz S, =a’ EJ+k—?+2kt. (33)

n n

S, =a’ EJ LK

Interpretacje graficzng wzoru (33)1 pokazano na rysunku 5 we
wspltrzednych S, =N, i «a?.

N
nm
o, = —
!
k = kb, b-szerokosé belki
ochJ
N =a2EJ+ F
G,
Ny i ):2'u"kE'] """" T
&
o
0 [ & o
[ed =4
n(min) \}El

Rys. 5. Interpretacja geometryczna funkcji (33)1 w przypadku mode-
lu Winklera
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tatwo zauwazy¢, ze wykres S, jest sumg dwoch wykresow:
prostej i hiperboli. Obliczajac pochodng

d Skr :O - anmin ZAQ’
d o, \J EJ
= (34)
Sermin =Sg =2+4JkbEJ =2k EJ,
k20 — S =S, =2k EJ +2k,.
otrzymali$my minimalng diugo$¢ wyboczeniowg ¢, ., oraz gra-

niczng warto$¢ sity Eulera S, . Jak widac z rysunku 6 dolng granicg

wszystkich wykreséw, zaleznych od n, we wspdirzednych

_S I4L jest pozioma prosta
ke NEI |’ '

AP

RN
/
|1
i
NG

d ~ N L~

A \ 71="2| ><

NS N

: SN

! | | AREEn [

0 in 2r ad 1 4n y EJ
1 2 314/36;;,/29 p L[R2 13 14 s

NEJ *VEJ NEJ

Rys. 6. Interpretacja geometryczna wzoru (34) na site krytyczng
belki na podtozu sprezystym Winklera

4. ZAMKNIETA POSTAC DRGAN CZYSTO
WYMUSZONYCH WEDLUG KRYLOWA,
KACZKOWSKIEGO | SNIADEGO

Jak juz zaznaczono we wstepie Krylow w 1913 roku w mono-
grafii [3] pierwszy wysumowat szereg nieskoficzony opisujacy drga-
nia czysto wymuszone belki sprezystej o swobodnych koncach
obcigzonej ruchoma sitg skupiong poruszajacy sie ze statg predko-
Scia.

Rozwigzanie réwnania ruchu (5) jest sumg catki ogdlnej i
szczegoine;

w(xt)=w, (X,t)+w,(xt). (35)

Rozbijajac rozwigzanie na dwie czesci zalezne od vt (catka
szczegllna) i a,t (catka ogdlna) catkowite ugiecie belki Krytow
zapisat w nastepujacy sposab:

sin nmzx sin nzvt
3 o0 -
w(et) =20 9y L
7' q n:1n(n7zb1—vl)
(36)
sin nzXx - nzvt
2PI'vg & I |

7tqb, Snd (nzzz2 b? —v? I2)
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2|2

gdzie: b? = — g

, —=m.
g
Pierwsza cze$¢ rozwigzania (36) opisuje drgania czysto wymu-
szone, druga za$ drgania swobodne belki, ktérych nie mozna wy-
sumowac, bowiem uktad o masie ciagtej ma nieskonczenie wiele
stopni swobody. Drgania czysto wymuszone mozna réwniez rozbi¢

na dwie czesci i zapisa¢ je nastepujaco:

2PIP & 1 nzx . nzvt
D = sin——=sin +

yt i E—
W (1) 7t EJ Sn* "
n;zx

2Pl3i a? o (37)
Gl =N e 4( - ) I

. nzvt
sin T

212

gdzie &° =

b12ﬂ_2'

Rézniczkujac wyrazenie (37) trzy razy wzgledem zmiennej x
otrzymujemy:

" 2P &1 nzx . nzvt
—-Wy'(X,t)=——> = cos—— sin——+
7 EJ &in | |
Pa* & a? JNZX G NVt (38)
> sin
B nzln(Z—A) I |

"Prim" oznacza pochodng czastkowa wzgledem zmiennej prze-
strzennej. Wyrazenie (38) mozna zapisa¢ réwniez w nastepujacej
postaci:

_%WM(X t)=p(x)=g,(x)+&* &(x). (39)

Pierwszy z szeregdw (38) jest rozwinieciem funkcji kawatkami
liniowej na dtugosci belki z uwagi na wyrazenie — .
n
Po dwukrotnym zrézniczkowaniu wzgledem x réwnania (39),

otrzymujemy nastepujace liniowe réwnanie rézniczkowe drugiego
rzedu na funkcje jednej zmienne; q)(X) . Mamy zatem:

2

" ~ T
¢ (><)+bl e(x)=0,  a(x)="79(X). (40)
Rozwigzanie réwnania (40)1 jest znane. Powracajac do (39)
mozemy juz wyznaczy¢ zamknigta postaé w, (x,t). W oryginalnej

pracy Krylowa [3] zamknieta forma szeregu opisujacego drgania
czysto wymuszone podana jest w nastepujacy sposob:

przy 0 < x<vt, oraz

EJ V2 & |
(42)
sml(l—x)
b b ST SNVt
Voosin b,

przy vt <x<I.

Nastepnie Kaczkowski [6], Reipert [7+8] i Sniady [9+11] powtd-
rzyli innymi metodami rozwigzanie Krytowa z prac [3+4], wskazujac
przy tym na interpretacje fizyczng zagadnienia.

W pracy Kaczkowskiego [6] wzory (41) i (42) wyprowadzone
metodg ugie¢ fatdowych, podane sg w nastepujacej, bezwymiarowej
postaci:

PI® (sincé'sinor
W (€)= 0'2( pre— TJ’ “3)
przy r <&, oraz
PI® (sinc&sinor! ,
w,(7,¢&)= = 02( g —eng, (44)
przy > ¢&.

W réwnaniach (43) i (44) zastosowano oznaczenia:

A2 ]2
2:mvl

EJ 45)

&'=1-¢, r'=1-r,

Do powyzszych form zamknigetych opisujacych drgania czysto
wymuszone nalezy doda¢ drgania swobodne towarzyszace, spet-
niajace warunki poczatkowe zadania. Drgania te sg opisane juz
szeregami:

2PI1° & sinnzésing, t

e Ta)f—ot]
1 (nr) [(nﬂ') —O':|

2P I° i(—l)n+lsinn;z§sinanr'

EJ O-nzl (n;z')3[(n7r)2—0'2]

w,(&,7)=

(46)
Ws(ég"_rl) =

(nz)’
s
Catkowite ugiecie belki opisane jest ostatecznie funkcjami:

gdzie: a, =

W=Ww, +W,(&,7) przy r<0<¢,
w=w, +w,(&,7) przy £<0<1, (47)

W=w,(&,7)+w, (& -7") przy 7>0.
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Wyizolowane wykresy drgan swobodnych towarzyszacych,
drgan wymuszonych i drgan swobodnych po zjechaniu sity z belki
swobodnie podpartej pokazano na rysunku 7a). W wyniku zsumo-
wania tych trzech wykreséw (wzory (47)) otrzymujemy ostateczny
wykres przebiegu w czasie catkowitego ugiecia belki w jej Srodko-
wym punkcie (rysunek 7b)).

a) b)

drgania swobodne
towarzyszace

A ANAGLE |
VAv/AvAY

drgania swobodne calkowite ugigcie srodka belki

AWAWARR
1\/\/2

o

05

drgania czysto wymuszone 0.05
w w

0.05

Rys. 7. Drgania srodka belki swobodnie podpartej przy predkosci
ruchomej sity skupionej v=75 m/s

Zyszko w pracy [25] uwzglednia tumienie proporcjonalne do
predkosci wykorzystujac metode rozwigzania [6]. Reipert w pracach
[7+8] wykorzystujac [6] uogdlnia metode na dowolne warunki brze-
gowe i rozwigzuje rame obcigzong ruchoma sitg skupiona.

Jeszcze inne podejécie stosuje Sniady w pracach [9+11].
Wprowadzajac dwie wspotrzedne bezwymiarowe & i ¢ sprowadza
czastkowe réwnanie ruchu belki do réwnania zwyczajnego drugiego
rzedu o zamknigtej postaci catki szczegolnej. Jest to inny sposob
niz zastosowany w oryginalnej pracy Krytowa [3] lub [4].

5. PRZYKLADY OBLICZENIOWE

Wyniki przedstawionych rozwazan analitycznych zaprogramo-
wano na komputer przy wykorzystaniu programu «Mathematica».
Obliczenia przeprowadzono dla belki stalowej dwuteowej o przekro-
ju monosymetrycznym, rozpigtosci przesta | =24m, sztywnosci

na zginanie EJ =2019,25-10°kNm? i obcigzeniu zewnetrznym
P =305kN. Wykres ugie¢ dynamicznych belki swobodnie pod-

partej, zaréwno w przypadku drgan wymuszonych sitg skupiong, jak
i w przypadku drgan swobodnych, przedstawiono na rysunku 8 przy
czterech roznych predko$ciach obcigzenia.

Wyniki uzyskano z rozwigzania w formie zamknietej, jak réw-
niez w postaci szeregu. W rozwigzaniu analitycznym w postaci
szeregu uwzgledniono 121 wyrazéw. Jak wynika z rysunku 8a, przy
matych predkosciach ruchome;j sity skupionej, decydujacy wptyw na
catkowite ugiecie dynamiczne belki majg drgania czysto wymuszone
(opisane zamknietg postacia). Przy wigkszych predko$ciach obcig-
Zenia ruchomego drgania swobodne towarzyszace i drgania swo-
bodne rosng i mogg przewyzsza¢ amplitudy drgan czysto wymu-
szonych.

Zastosowanie zasady superpozycji pozwala na wyznaczenie
ugie¢ belki od dwoch i wiecej sit skupionych poruszajgcych sie
jedna za drugg w statych lub zmiennych odstepach. Przyktadowy
wykres drgan tej samej belki, ale obcigZzonej dwiema sitami skupio-
nymi poruszajacymi si¢ jedna za drugq w statej odlegtosci pokazano
na rysunku 9. Uzyskane wyniki potwierdzono metodg elementéw
skoriczonych w pracy [13].
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Rys. 8. Ugiecie dynamiczne $rodka belki obcigzonej sitg skupiong
(0<&<1 - drgania wymuszone, £>0 - drgania swobod-

ne), gdzie & :Vl—t

v=35"—
S
-0.02
NN
0.5 1 vlv \/ \2 >
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0.04
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Rys. 9. Ugiecie dynamiczne $rodka belki swobodnie podpartej,
obcigzonej dwiema sitami skupionymi, 0 <& <1 - drgania wymu-

szone, &£ >0 — drgania swobodne, v=35 m/s

WNIOSKI | UOGOLNIENIA

W pracy analizowano problem Krylowa ruchomej, bezmasowe;j
sity skupionej poruszajacej sie po sprezystej belce o masie réwno-
miernie roztozonej. Istotq opracowania jest pokazanie pewnego
sposobu wyznaczenia drgan czysto wymuszonych w formie za-
mknietej. Udowodniono, przy tym, Ze rozwigzanie statyczne belki na
podtozu Winklera oraz na podtozu Wiasowa z duzq sitg $ciskajaca
S=mv? przy vt=c=const. jest takie samo jak rozwigzanie w
postaci szeregu opisujgce drgania czysto wymuszone w rozwigza-
niu Krytowa. Pokazano, Zze drgania czysto wymuszone stanowig
zasadnicza cze$¢ rozwigzania, zwlaszcza przy malych predko-
Sciach ruchomego obcigzenia. Podano przyktad obliczeniowy ilu-
strowany rysunkami. W pracy przedyskutowano réwniez wybrane
problemy ze stateczno$ci belki na podtozu Winklera oraz na podto-
zu Wiasowa. Jak wynika ze wzordw (33) sita krytyczna w przypadku
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belki na podtozu Wtasowa jest wieksza od sity krytycznej w belce na
podiozu Winklera. Do pracy dotgczono wykaz literatury zawierajacy
42 pozycije.
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The Krylov problem in the case of a beam on Vlasov inertial
foundation

The paper deals with vibrations of the elastic beam
caused by the moving force traveling with uniform speed. The
function defining the pure forced vibrations (aperiodic vibra-
tions) is presented in a closed form. Dynamic deflection of
the beam caused by moving force is compared with the static

deflection of the beam subjected to the force P, and com-
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pressed by axial forces S =mv®. Comparing equations (9)
and (13), it can be concluded that the effect on the deflection
of the speed of the moving force is the same as that of an

additional compressive force S =mv?. Selected problems of
stability of the beam on the Winkler foundation and on the
Vlasov inertial foundation are discussed. One can see that
the critical force of the beam on Vlasov foundation is greater
than in the case of Winkler's foundation. Numerical examples
are presented in the paper.
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