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ZASTOSOWANIE WYBRANEJ METODY TREFFTZA DO ROZWIAZANIA
DWUWYMIAROWEGO ZAGADNIENIA POISSONA
Z UWZGLEDNIENIEM WLASNOSCI MATERIALOWYCH OSRODKA

Celem pracy jest analiza teoretyczna oraz numeryczna jednej z wersji nieosobliwych metod Trefftza na przykitadzie zagad-
nienia dwuwymiarowego opisanego réownaniem Poissona. Przeksztatcajgce klasyczne sformutowanie zagadnienia brzegowego
za pomocg metody residuow wazonych do sformutowan wariacyjnych otrzymuje si¢ rownanie obszarowo-brzegowe opisujgce
dane zagadnienie. W pracy rozpatruje sig silne sformutowanie wariacyjne. Przyjmujgc rozwigzanie w postaci szeregu funkcji
Treffiza spetniajqcych jednorodne rownanie Laplace’a oraz zakladajgc rowniez funkcje Treffiza jako funkcje wagowe uzyskuje
sie rownanie metody Trefftza w wersji Galerkina o symbolicznej nazwie O-S;T-T. Artykut zawiera teoretyczng analize metody
O-S;T—T na przykiadzie zagadnienia spetniajgcego rownanie Poissona z uwzglednieniem parametru materiatlowego osrodka.

WSTEP

Roéwnanie rozniczkowe Poissona odgrywa wazng role w opisie
wielu zjawisk fizycznych. Ma ono niezwykle istotne znaczenie jest
w teorii pola, szczegdlnie elektromagnetycznego, gdzie funkcja
wymuszajaca opisuje na przyktad rozktad tadunku czy gesto$ci
pradu. W celu rozwigzania réwnania Poissona nalezy okresli¢ ob-
szar dziatania pola oraz warunki brzegowe. W praktycznych zagad-
nieniach obszar dziatania pola znajduje sie w $rodowisku scharakte-
ryzowanym pewnymi wlasciwosciami materiatowymi. W$rod metod
rozwigzywania tak okreslonych probleméw wazng role odgrywajg
brzegowe metody numeryczne, ktére z duzg doktadno$cig opisujg
zjawiska fizyczne. Zastepujac réwnanie rézniczkowe odpowiednio
skonstruowanym réwnaniem catkowo-brzegowym sprowadza sie
analize zagadnienia do rozwazan na brzegu. Powoduje to redukcje
0 jeden wymiaru zagadnienia, co wplywa na wzrost efektywnosci
metody w stosunku do metod obszarowych.

Do grupy metod brzegowych nalezg metody Trefftza, ktérej
pierwotna wersja sformutowana zostata w 1926 r. [10]. W standar-
dowej postaci metody jako funkcje bazowe przyjmuje sie funkcje
Trefftza (in. T-kompletne, T-funkcje) zwane takze w literaturze jako
funkcje Trefftza-Herrery [7, 11]. Matematyczne aspekty metody
zawierajg prace [8, 9, 11]. Obecnie istnieje wiele wersji metody
Trefftza zaszeregowanych w umowny sposéb do dwéch grup me-
tod: bezposrednich i posrednich. W niniejszej pracy analizuje sie
jedna z nich, wyprowadzong z silnego sformufowania wariacyjnego,
wchodzacg w skitad metod posrednich. Przyblizajac rozwigzanie
szeregiem Tfunkcji oraz przyjmujac rowniez te same funkcje jako
wagi, generuje sie jedng z metod Trefftza w wersji Galerkina
o symbolicznej nazwie O-S;T-T [3]. Metoda O-S;T-T byta pod-
stawg badan m. in. w pracach [4], [5], w ktdrych poréwnywano je
efektywno$¢ z innymi wersjami metody. Wymienione prace zawiera-
ja przykfady implementacji metody do rozwigzywania zagadnien
potencjatu opisanych réwnaniem Laplace’a. Natomiast prace [1, 2]
zawierajg analize metody O—S;T-T na przyktadzie réwnania Pois-
sona w obszarze podzielonym na podobszary.

Natomiast celem niniejszego artykutu jest teoretyczna oraz
numeryczna analiza metody O-S;T-T na przyklfadzie réwnania
Poissona ze statym wymuszeniem z uwzglednieniem wiasciwosci
materiatowych o$rodka.

1. KLASYCZNE SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA
BRZEGOWEGO

Niech w obszarze ) ograniczonym brzegiem I" dane bedzie
zagadnienie brzegowe sformutowane klasycznie, opisane réwna-
niem Poissona

xulvmzf,wsz (1)
il

Srodowisko obszaru €2 scharakteryzowane jest parametrem mate-
rialowym L.

Brzeg obszaru I" jest podzielony na dwie czesci w zaleznosci
od zadanego na nim warunku brzegowego

I'=T,ul, (2)

Na czesci brzegu 1", dany jest warunek brzegowymi Dirichleta
u=1u, nal, 3)

oraz na brzegu Fq warunek brzegowy Neumanna

Du=q=qg narl, 4)

U oraz  sa znanymi funkcjami, D U jest pochodna normaing
funkcji U na brzegu, natomiast N jest wektorem jednostkowym
w kierunku normalnym do " skierowanym na zewnatrz (3 (Rysu-

nek 1). Rozwazany obszar € jest obszarem jednorodnym materia-
towo i operatorowo.
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Rys. 1. Geometria zagadnienia brzegowego

2. WARIACYJNE SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA
BRZEGOWEGO

Korzystajac z metody residuéw wazonych (WRM) [3] prze-
ksztalca sie zagadnienie sformutowane klasycznie do sformutowan
wariacyjnych.

Zastgpienie rozwigzania klasycznego rozwigzaniem przyblizo-
nym U oraz wstawienie go do réwnan (1), (3) i (4) powoduje wy-

generowanie btedu. Kolejno mnozac réwnanie (1) przez pewng
funkcje wagowa, W otrzymuje sig rownanie wazone

1VZGW= f,wQ (5

U

~

W powyzszym réwnaniu zatozono statg wartos¢ parametru [L.

Catkujac réwnanie (5) po obszarze €3 otrzymuije sie silne sformu-
towanie wariacyjne réwnania (1)

ﬁjQVzUWdQ = | fwdo 6)

bedace bazowym réwnaniem WRM, ktdra polega na odpowiednim

doborze wagi W w celu roziozenia bledu w obszarze €2, tak aby
catka residuum wazonego byta réwna zero.
Stosujac drugi wzor Greena

jQVZGWdQ =— ijGVWdQ + LGWdF @)

do réwnania (6) otrzymuje sie stabe sformutowanie wariacyjne:

—ﬁjQVGVWdSHﬁLGWdF [ fwde

Odwrotne sformutowanie wariacyjne otrzymuje sie poprzez zasto-
sowanie wzoru Greena (7) do réwnania (8)

ﬁjQJVZWdQ—ﬁerDanr+ﬁjraWdr o
9
= [ fwda

Przepisujac catki brzegowe z réwnania (9) z uwzglednieniem wa-
runkdw brzegowych (3)-(4) oraz warunku (2) otrzymuije si¢
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1 | @D,wdr
por
(10)

u

- lj (4D, WdL" +lj 0 D,Wdr,
et peta

oraz

1, -~ 1, - 1, .
ELquF = ;J‘rqudl“u +;.[rququ (11)

Uwzgledniajac réwnania (10) i (11) w (9) otrzymuje si¢ odwrotne
sformutowanie wariacyjne z wszczepionymi warunkami brzegowymi

1c . 1p -
. [ Tviwdo+ . jru g wadr,

—ﬁ jrq i D,Wdr,

- [ fwia +ﬁ J, D, —ﬁ J, Gwar,

Silne sformutowania wariacyjnego z wszczepionymi warunkami
brzegowymi otrzymuje sie poprzez dwukrotne zastosowanie twier-
dzenie Greena (7) do réwnania (12). Jego postac jest nastepujaca

1 | vZiawdo+ L [ GD,wdr,
pee pete

1¢ ~
——L G W, (13)
W
1¢ . 1 .
=[ fwdo+=[ aD,wdr, -=[ qwadr,
Q TRt TR
lub po przemnozeniu obustronnym przez parametr |
. ~ ~
[ vawdo+ jru (' D,Wdr, - jrq G War, “

=u jQ f WdQ+ jr (D, Wdr, — jr Gwdr,

3. ROZWIAZANIE ROWNANIA POISSONA

Zaktadajac rozwigzanie réwnania (1) w postaci sumy catki
ogblnej réwnania jednorodnego Gh i catki szczegoinej réwnania

nigjednorodnego U, [6]

u=u,+0, (15)
zatem

1_,~

=V, =0 (16)

1
oraz

2~
=V, = f (17)
u
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Dodajac stronami réwnania (16) i (17) otrzymuije sie

Lve@,+,) = f (18)
m

W pracy zatozono rozwigzanie réwnania Laplace’a w postaci szere-
gu funkgji Trefftza U,

0,=> au; (19)

Wobec powyzszego

g, = a0 (20)

gdzie g, =D,U . W pracy analizuje si¢ dwuwymiarowe we-

wnetrzne zagadnienie brzegowe, dla ktérego funkcje Trefftza przy-
bierajg posta¢

{1, r cos(o), rsin( ), r’ cos(2o), rzsin(ch),...}.
gdzie r = |X — X| , X jest srodkiem rozwinigcia w szereg Trefft-

za, natomiast X jest punktem obszaru (Rysunek 2).

Rys. 2. Geometria zagadnienia brzegowego (do okreslenia funkcji
Trefftza)

Przyjmujac T-funkcje jako bazy przechodzi sie z zagadnienia
obszarowo-brzegowego do zagadnienia brzegowego.
Rozwigzanie szczegblne dla statej funkcji wymuszajacej jest

znane. Przyjmujac, ze T = 2, rozwiazaniem szczegdlnym jest
0, =0, =p(x* +y?)/2 (21)
Wstawiajac (15) do silnego sformutowania (14) otrzymuije sie
jgvz(ah +0,)W dQ

+ jru(ﬁh+0p)DanFu
_ (22)
—_Lq D,(u,+0,)W dI, =

= u[ fwdo + [ aDb,wdr, - [ qwdr,

Po rozpisaniu catki obszarowej z rozwigzania w réwnaniu (22) na
catki z rozwigzania ogoinego i rozwigzania szczegolnego przybiera
ono postaé

| Viawde+| v wdo
Q Q
+ jru (T, +0,)D,Wdr,
~ (23)
- L, D, (, +4, )W,
=uf f WdQ*L‘j D, W, —IFqQWqu
Na podstawie réwnan (17) i (21) otrzymuie sie
LVZOPW dQ = “IQ f W dQ (24)

Uwzglednienie powyzszego réwnania oraz (16) w réwnaniu (23),
powoduije jego przeksztatcenie do postaci

Lu“h D, WL, + jrq D,0, W dr,

= | (@-a,) D,war, (25)

- jrq (G- D,d,) Wdr,

Ze wzgledu na (19) oraz przyjmujac wersje Galerkina, gdzie

wW={u'} (26)

otrzymuje sie réwnanie metody O—S;T-T

J. 2 @ug.ar, + [ 3 @)y, dr, -

(27)
= jru (G-0,)q;dr, + Lq (G- D,4,)u; dr,
Przeksztatcajgc powyzsze réwnanie, przybiera ono postaé
IS UF u; g, dI, + Lq g u drq) - »

- jru (G—0,)q; dr, + Lq (- D,0,)u; dr,

Wzér (28) generuje uktad réwnan algebraicznych, ktory w zapi-
sie macierzowym przybiera postaé

Ka=b (29)

Z réwnania (29) otrzymuje sie wektor nieznanych wspdtczynnikdw
{av} , poprzez ktdre wyznacza sie rozwigzanie zagadnienia

G = Jh +Gp :Zavu\(; +|J,(X2 +y2)/2 (30)

K oznacza macierz gtowng uktadu (29), natomiast b jest wekto-
rem warto$ci znanych, obliczonych na podstawie warunkéw brze-
gowych U and §.

4. PRZYKLAD NUMERYCZNY

Niech bedzie dane zagadnienie brzegowe opisane réwnaniem
Poissona w przestrzeni 2D zdefiniowane w obszarze kwadratowym

(Rysunek 3), gdzie X € (0,1) oraz y € (0,1) .
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Rys. 3. Geometria zagadnienia brzegowego

Nabrzegu I i I'; zadany jest zerowy warunek Dirichleta, na-

tomiast na brzegu I', oraz I’, zerowy warunek Neumanna. Funk-
cja wymuszajaca jest stata i rowna jednosci, czyli f(X)=1.
Wspoiczynnik materialowy pL = 2. Catkowanie numeryczne wyko-
nano przy uzyciu 8 - weztowej kwadratury Gaussa. Srodek rozwi-
nigcia w szereg Trefftza znajduje sie w punkcie I, =(0.5,0.5).

Na Rysunku 4 przedstawiono otrzymane rozwigzanie omawianego
zagadnienia wykonane w programie Matlab.

y 0 o

Rys. 4. Rozwigzanie U dla @, =4

Otrzymane wartosci rozwigzania odniesiono do wynikéw uzy-
skanych za pomocg wbudowanego narzedzia w pakiet Matlab jakim
jest Partial Differential Equation Toolbox (PDE Toolbox).

Dla przyjetych powyzej zatozen otrzymano wartosci liczbowe

bledow Ep,,s=2.6299-04 oraz E, , =7.2311e-04, gdzie pierw-
szy z nich — pierwiastek btedu Sredniokwadratowego dany jest

Erws = ()X @ - u)?)? (31)

max

N, oznacza ilo$¢ punktéw pola, w ktérych wyznaczono U . Nato-
miast drugi z nich - blad maksymalny E_ .. definiuje sie jako

Epnax = Max|u; — G| (32)

max
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Na Rysunku 5 przedstawiono jako$ciowa miare bfedu EL,
bedaca réznicg pomiedzy rozwigzaniem Scistym a przyblizonym
E, = |u - G (33)

Rys. 5. Blad E|

PODSUMOWANIE

W artykule przedstawiona zostata teoretyczna analiza metody
O-S;T-T. Rozwazania przeprowadzono dla zagadnienia opisanego
réwnaniem rozniczkowym Poissona. Zaktadajac state wymuszenie
oraz uwzgledniajac wtasciwosci materiatowe $rodowiska wyprowa-
dzono réwnanie catkowo-brzegowe dla zagadnienia z warunkami
brzegowymi Dirichleta oraz Neumanna. W ten sposéb otrzymano
metode zaimplementowang na bazie kodu metody O-S;T-T dla
réwnania Laplace’a. Za rozwigzanie zagadnienia Poissona przyjeto
sume catki ogoinej réwnania jednorodnego i catki szczegoinej réw-
nania niejednorodnego. Zatozono rowniez statg warto$¢ wspdtczyn-
nika materiatowego. Dla takich zatozen warto$¢ wspotczynnika
materiatowego uwzgledniana jest tylko w rozwigzaniu szczegélnym.
Na bazie wyprowadzonego réwnania catkowo-brzegowego zaim-
plementowano metode O-S;T-T w jezyku Matlab, ktorg przetesto-
wano na przykfadzie prostego zagadnienia brzegowego z warun-
kiem brzegowym Dirichleta na catym brzegu. Metode O-S;T-T
wykorzystano rowniez do rozwigzania zagadnienia Poissona na
obszarze kwadratowym z warunkami brzegowymi Dirichleta i Neu-
manna. Zagadnienie to opisano w ostatniej czesci artykutu. Otrzy-
mane rozwigzanie poréwnano z rozwigzaniem uzyskanym przy
pomocy narzedzia Matlab — PDE Toolbox.
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Application of Trefftz method for the solution
of two-dimensional Poisson’s problem
taking into account material properties

The aim of this paper is theoretical and numerical analy-
sis of one of the nonsingular Trefftz method. Two-
dimensional boundary value problem governed by Poisson’s
equation is taken as the example. Domain boundary equation
is obtained by transformation of classical formulation of the
boundary problem with the use of weighted residual method.
In this paper the original variation formulation is considered.
The solution of the problem is assumed as the superposition
of Trefftz functions, which satisfy Laplace’s equation. Taking
the same functions as the weighting functions one obtains
equations of the Galerkin version of the Trefftz method with
symbolic name O-S;T—T. The paper contains the theoretical
analysis of the O-S;T-T method which is confirmed with
numerical example. .
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