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Przedmiotem artykutu jest plyta cienka Kirchhoffa poddana dziafaniu
ruchomego obcigzenia inercyjnego. Plyta obcigzona jest punktem
materialnym lub lepkosprezystym oscylatorem poruszajgcym sie ze
zmienng predkoscig. W pracy podano i przeanalizowano réwnania
ruchu rozwazanych uktadow w postaci analitycznej. Rozwazane sgq
dwa przypadki réwnan ruchu. W pierwszym przypadku obcigZzenie
znajduje sie na ptycie — drgania wymuszone, za$ w drugim obcigze-
nie jest poza ptyta — drgania swobodne. Ze wzgledu na charakter
obcigzenia w réwnaniach ruchu wystepuje pochodna materialna
Renaudota.

Stowa kluczowe: ruchomy punkt materialny, ruchomy oscylator, plyta
Kirchhoffa.

Wstep

Zadania dotyczace obcigzen ruchomych na belkach i plytach
majq szerokie zastosowanie w budownictwie, a szczegblnie przy
projektowaniu konstrukcji drogowych, kolejowych, mostowych oraz
lotniskowych. W literaturze przedmiotu mozna znalez¢ wiele prac
po$wigconych tematyce obcigzen ruchomych na belkach i ptytach,
np. [1-23]. Autorzy analizujg zaréwno ruchome obcigzenia inercyjne,
jak i obcigzenia bezinercyjne. Prace te zawierajg rozwigzania anali-
tyczne oraz rozwigzania z wykorzystaniem metod komputerowych.
Obszerny przeglad literatury dotyczacej obcigzen ruchomych na
belkach i ptytach mozna znalez¢ m.in. w pracach [1], [17-22].

W niniejszej pracy omowione zostang zadania dotyczace plyty
Kirchhoffa obcigzonej punktem materialnym oraz oscylatorem
w ruchu jednostajnie zmiennym. Przedstawione i przeanalizowane
zostang réwnania drgan uktadu ptyta — ruchome obcigzenie w przy-
padku drgan wymuszonych — obcigzenie znajduje sie na konstrukcji
oraz w przypadku drgan swobodnych — po zjezdzie obcigzenia z
ptyty. Ze wzgledu na inercyjny charakter obcigzenia w rozwazaniach
bedziemy bra¢ pod uwage pochodng materialng Renaudota.

1.Pochodne materialne w przypadku ruchomych obciazen
inercyjnych na ptytach

W przypadku drgan ptyty wymuszonych przejazdem obcigzenia
inercyjnego w réwnaniach ruchu uktadu ptyta — punkt materialny lub
ptyta — oscylator nalezy uwzgledni¢ pochodng materialng (Renaudo-
ta) [1]. Jesli obcigzenie porusza sie z predkoScig jednostajnie
zmienna, réwnolegle do osi X :

dx dv  d?x
v=v(t) i a=a(t) PRy

x=x(t)=jv(r)dr, w=w(Xx,y,t), (1)

dx =v(t)dt, dw=a—wdt+a—wdx,
ot OX

to pierwszg i drugq pochodng materialng zapisujemy w nastepujace;
postaci:
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W przypadku, gdy obcigzenie porusza sie z predkoscig jedno-
stajnie zmienng po torze prostoliniowym, ale uko$nie w stosunku do
krawedzi ptyty prostokatnej, to wzory na pochodng materialng kom-
plikujg sie. Jesli parametryczne réwnania ruchu obcigzenia po ptycie
sg znane, to znane sg rowniez skladowe wektorow predkoSci
i przyspieszenia:

dw

9t v(t)=v, 2 a,t,

x=x(t), y=y(t),

dx dy
= t =—, = t =—,
VX VX() dt Vy Vy() dt
2
V= (Vx)2+(Vy), (3)
d °x d’y
ax:aX(t):dtz’ ay:ay(t)_d?'

2 2
a=\/(a) +(a) .
Druga pochodna materialna jest wtedy dana wzorem:
d’w o*w o*w o*w
—— s t A, + 2V, ———+
dt ot oxot oyot
ow ow  ,d*'w  ,d%'w o*w
ta,—+a,—+V, —+V, — + 2V, v, ——.
oX oy oX oy oxXoy
Podane wzory na pochodng materialng wykorzystamy w rozwa-
zaniach w dalszej cze$ci artykutu.

(4)

+V

+V

2.Sformutowanie zadania
Drgania ptyty Kirchhoffa na podtozu Winklera, z uwzglednieniem
tlumienia zewnetrznego opisane sg nastepujacym réwnaniem ruchu

2
DV*w(x,y,t)+m 0 W(XZ' v.1) +Caw(x, v.0) +
at at (5)

+kw(x y,t)=p(x,y,t),

gdzie:

m —masa plyty przypadajaca na jednostke jej powierzchni,
D - sztywnoSc¢ plyty na zginanie,

¢ —wspdtczynnik tlumienia zewnetrznego,

k — wspdtczynnik podtoza Winklera,

p=p(x,y,t) —obcigzenie piyty,
W= w( X, y,t) - przemieszczenie pionowe (ugiecie) ptyty.

Réwnanie drgan ptyty (5) mozna wyprowadzié na przyktad ko-
rzystajac z wariacyjnej zasady Hamiltona [4] i [23], uzyskujac kine-
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matyczne i naturalne warunki brzegowe. W przypadku ptyty prosto-
katnej o wymiarach w planie axb, majg one postac:
— w plycie zamocowanej

w=0, aW:O na krawedziach x=01i x=a,

ox
oraz
ow

w=0, =0 nakrawedziach y=0i y=b,

— W plycie przegubowo podpartej

2 2
6_v2v+va_v;/ =0 na krawedziach x=01i x=a,
ox oy
w =0 nakrawedziach x=0i x=a,
oraz (7
o°w  o*w

— +v— =0 na krawedziach y=0i y=b,
oy*  ox’ ¥ y y

w =0 nakrawedziach y=0i y=b,
— W plycie o brzegach swobodnych

2 2

a—vvarVa—V;/:O na krawedziach x=0i x=a,
ox oy

2 2
2 6_v2v+(2_v)a_v2v =0 na krawedziach x =0
OX| OX oy
i x=a,
oraz ®)
ow  o*w
— +v— =0 nakrawgdziach y=0i y=b,
ayz aXZ Q y y

2 2
2 a—V;I+(2—V)a—vzv =0 na krawedziach y =0
oy oy ox
iy=Db.

W kolejnych punktach artykutu oméwimy ptyte prostokatng pod-
dang dziataniu obcigzenia inercyjnego, wykorzystujac powyzsze
wzory.

3.Plyta Kirchhoffa obcigzona punktem materialnym
poruszajacym sie ruchem jednostajnie zmiennym
Zanim przejdziemy do zadania ptyty obcigzonej oscylatorem
rozwazmy ptyte obcigzong ruchomym punktem materialnym.
Rozwazmy zatem sprezystg ptyte Kirchhoffa spoczywajacq na
podtozu Winklera i dodatkowo przegubowo podpartg na obwodzie
(rys. 1). Wymiary ptyty w planie sg axb, a jej grubos¢ jest rowna
h . Modut Younga materiatu ptyty wynosi E . Ponadto uwzglednia-
my ttumienie zewnetrzne wedtug modelu reologicznego Kelvina—

Voigta z sitg oporéw ruchu R = c(jj—\iv.

Po konstrukciji, rownolegle do osi x, porusza si¢ punkt mate-
rialny. Jego predko$¢ jest zmienna i wynosi V(t)=v,+a,t.
Pochodne materialne opisane sg zatem wzorami (2).

Rozwaza¢ bedziemy drgania ptyty wymuszone ruchomym ob-
cigzeniem oraz drgania swobodne, gdy obcigzenie znajduje sie juz
poza konstrukcjg. Kazdy z tych przypadkoéw opisany jest innym
rézniczkowym réwnaniem ruchu.
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Rys. 1. Plyta cienka Kirchhoffa na podtozu Winklera obcigzona
punktem materialnym poruszajacym sie ze zmienng predkoscig

3.1.Drgania wymuszone pfyty Kirchhoffa obcigzonej punktem
materialnym w ruchu jednostajnie zmiennym
Drgania ptyty Kirchhoffa na podiozu Winklera, z uwzglednieniem
ttumienia, obcigzonej punktem materialnym o masie M poruszaja-
cym sie ze zmienna predkoscig v(t) (rys. 1) opisane sg nastepuja-
cym réwnaniem ruchu

w(x, y,t Yot
DV“W(x,y,t)+rT1aW(XZy )+Caw(xy )+
ot ot
d?w(x,y,t)
+kW(X'YIt)=M[9—T ' 9

.5[x_{vot+af;2ﬂ5(y—yo)'

gdzie prawa strona réwnania jest naciskiem punktu materialnego
poruszajacego sie w statej odlegtosci y, od osi x,a o jest deltg
Diraca. Ze wzgledu na inercyjny charakter obcigzenia pochodna
d?w(x,y,t)

dt?
przyjetych zatoZzeniach, dang drugim ze wzoréw (2).

Zadanie mozna rozwigza¢ stosujac metode rozdzielenia zmien-
nych Fouriera. Drgania swobodne wyznaczamy w takim przypadku
poszukujac rozwigzania rownania jednorodnego w postaci funkcji

W, (X ¥,t) = 23 Wy (% Y) T (1)- (10)
m=1 n=1
Otrzymujemy stad odpowiednio réwnania amplitud i ruchu
vA\Nm,n (X7 y)_/l ;,n Wm,n (X, y) = Ov

Ton(O)+20T  ()+@ %, T..(t)=0,

w réwnaniu (9) jest pochodng materialng, i przy

(1)

2 2
gdzie: A, .= (%) J{%j — warto$ci wiasne piyty,

1
0)2 =—
m

2 =—(D4 p,+k) - czestosci drgar plyty na podiozu
Winklera,

2h=— - zastepczy wspdiczynnik ttumienia.
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Po przyjeciu funkcji W, (X, y) w postaci spetniajacej réwna-

nie amplitud i warunki brzegowe przegubowego podparcia na ob-
wodzie

W, (xy)=C (12)
otrzymujemy rozwigzanie réwnan (11), a nastepnie catke ogding
opisujacq drgania swobodne piyty. W dalszej kolejno$ci wyznacza-
my catke szczeg6ing rozktadajac obcigzenie w podwojny szereg.
Ostateczny ksztatt rozwigzania jest suma drgan swobodnych
i wymuszonych opisanych funkcjg,

mn SN XsiNG Y

w(x,y,t) ZZ{ A, ,cos@, t+B,  sinag, t+
m=1 n=1
1 G (13)
‘ t—7)dz |-
ma)mn_([e Q. (7)sing, , (t—7)dz
™MW (% y).

We wzorze (13)
nych

@, jest czestoscig swobodnych drgan tumio-

Cbm,n: \/a);n_hz ' (14)

Funkcja Q,, (t) w przypadku analizowanego obciazenia jest

skomplikowana i nie bedziemy jej przytaczac. W przypadku, gdy

obcigzenie nie jest inercyjne (sita skupiona) i porusza sie ze statg
predkoscia funkcja Q,, , (t) ma prostsza posta¢
Pisin a vtsina,y,.

t) =
Qi (=P =
State catkowanie wyznaczamy z warunkéw poczatkowych za-
dania na ugiecie i predko$¢ ugiecia.
Ze wzgledu na zmienne wspdiczynniki w rézniczkowych réwna-
niach ruchu analizowanego uktadu i skomplikowang posta¢

Qun (t) funkcje dynamicznego ugiecia ptyty otrzymujemy stosujac

(1)

catkowanie numeryczne.

Rozwigzanie réwnania ruchu jest wazne w przypadku, gdy ru-
chomy punkt materialny znajduje sie na ptycie. Od momentu zjazdu
obcigzenia z konstrukcji mamy do czynienia z drganiami swobod-
nymi.

3.2.Drgania swobodne ptyty Kirchhoffa

Po zjezdzie punktu materialnego z plyty zmienia si¢ charakter
drgan. Plyta wykonuje ttumione drgania swobodne opisane jedno-
rodnym réwnaniem rézniczkowym:

2
Viw(x,y,t)+m W(Xz’ v.1) +C ow(x.y.1) +
at at (16)
+kw(x,y,t)=0.

Réwnanie mozna rozwigzaé, przyjmujac funkcje ugiecia piyty
w postaci podwdjnego nieskoficzonego szeregu, analogicznego do
zapisanego wzorem (10):

0

w(x,y,t) :Ziwmn (x,y,t)=

m=1 n=1

=ZZan(t)W (xy).
m=1 n=1
Prowadzi to do rownanla
. +2h F =0,

mn mn

(17)

(18)
ktorego rozwazame mozemy zapisa¢ w postaci

.0 =e"(A,,cos0,,t+B,,sind,,t).
Ugiecie ptyty po zjechaniu obcigzenia wyraza si¢ zatem wzorem

(19)
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(%, y,t) =iie Y(Apncosd, t+
m=1 n=1 (20)
+B,,sin c?)mnt)sm—ﬂsm nzy.
' ' a b

Dwie state Am,n i Em,n wyznaczamy z warunkéw poczatkowych

drgar swobodnych, to znaczy w chwili t, , gdy ruchomy punkt mate-

rialny zjezdza z piyty:

t=t,

4.Ptyta Kirchhoffa obciagzona oscylatorem jednomasowym
poruszajacym sie ruchem jednostajnie zmiennym
Rozwazamy sprezysta plyte Kirchhoffa spoczywajgcq na podto-
zu Winklera i dodatkowo przegubowo podparta na obwodzie
(rys. 2). Wymiary plyty w planie sq axb, a jej grubos¢ jest réwna
h . Modut Younga materiatu ptyty wynosi E . Ponadto uwzglednia-
my ttlumienie zewnetrzne wedtug modelu reologicznego Kelvina—

Voigta z sitg oporéw ruchu R = cc:j—\iv.

Po konstrukcji, rownolegle do osi X, porusza sie oscylator jed-
nomasowy. Jego predkos¢ jest zmienna i wynosi v(t) =V, +a,t.

Pochodne materialne opisane sg zatem wzorami (2).

Réwniez i teraz rozwaza¢ bedziemy drgania ptyty wymuszone
ruchomym obcigzeniem oraz drgania swobodne piyty i oscylatora
lepkosprezystego, gdy obciazenie znajduje sie juz poza konstrukcja.
Kazdy z tych przypadkdw opisany jest innymi rézniczkowymi row-
naniami ruchu.
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Rys. 2. Plyta cienka Kirchhoffa na podtozu Winklera obcigzona
lepko sprezystym oscylatorem jednomasowym poruszajacym sie ze
zmienng predkoscig

4.1.Drgania wymuszone plyty Kirchhoffa obcigzonej
lepkosprezystym oscylatorem jednomasowym w ruchu
jednostajnie zmiennym
Drgania uktadu ptyta — oscylator poruszajacy sie ze zmienng
predkoscia v(t) (rys. 2) opisane sa nastepujacymi rownaniami
ruchu
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2
d Wo+ O[dﬂ_d_W\J.H(O(WO_W):()7

dt? dt dt
o*w(x,y,t
DV“w(x,y,t)+rﬁ%+kw(x,y,t): (22)
=p(xy.t).

W réwnaniach (22) obcigzenie dynamiczne plyty jest dane wzo-
rem

p(x,v,t>=N(t){x—(vonafﬂ 5(y-y)-

d?w, a,t’
dtzo}g{x—(vou "2 H 5(Y—Yo)-

Réwnania ruchu (22) obowigzujg w przypadku, gdy oscylator
znajduje sie na ptycie. Po zjezdzie oscylatora z ptyty mamy do
czynienia z drganiami swobodnymi ttumionymi piyty i oscylatora.
Oba réwnania ruchu sg w tym przypadku jednorodne.

(23)

:{Mg—M

4.2.Drgania swobodne plyty Kirchhoffa i oscylatora jednomasowego

Po zjezdzie oscylatora z ptyty zmienia sie charakter drgan. Za-
rowno piyta, jak i oscylator wykonujg ttumione drgania swobodne
opisane uktadem jednorodnych réwnan rézniczkowych:

d?w dw,
FTGTIM
*w(x,y,t)  aw(x,y,t 24
DV*w(x,y,t)+m W(Xzy )+c (xy )+ (24)
ot ot
+kw(x,y,t)=0.

Po rozwigzaniu uktadu jednorodnych rézniczkowych réwnan ru-
chu mamy cztery state catkowania. Wyznaczamy je z czterech
warunkéw poczatkowych na ugiecie i pochodng ugiecia wzgledem
czasu plyty i oscylatora w chwili, w kt6rej oscylator zjezdza z piyty.

Podsumowanie

W pracy przedstawiono réwnania ruchu podstawowych modeli
majacych zastosowanie przy wstepnych analizach obiektow inzy-
nierskich poddanych dziataniu obcigzen ruchomych. We wszystkich
omdwionych zadaniach obcigzenie jest masowe. Ze wzgledu na
inercyjny charakter obcigzenia w rozwazaniach nalezato uwzglednié
pochodng materialng Renaudota. Poniewaz predkos¢ obcigzenia
jest zmienna w czasie rozwigzania zadan ulegaja dodatkowej kom-
plikacji, szczegdlnie jesli w opisie wprowadzi sie wspdirzedne bez-
wymiarowe. Réwnania ruchu rozwazanych konstrukcji omoéwiono
zaréwno w przypadku obcigzenia znajdujacego sie na ptycie i poza
ptyta.
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Equations of motion of plate loaded with an oscillator moving
at a variable speed

The subject of the study is a Kirchhoff thin plate subjected to moving
inertial load. The plate is loaded with a particle or viscoelastic oscil-
lator moving at a variable speed. In the article the equations of
motion of the considered systems in analytical form are presented
and analysed. Two cases of equations of motion are considered. In
the first case, the load is on the plate - forced vibrations, while in the
second case the load is outside the plate - free vibrations. Due to
the nature of the load, the Renaudot material derivative appears in
the equations of motion of the analysed systems.
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