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Przedmiotem artykułu jest płyta cienka Kirchhoffa poddana działaniu 
ruchomego obciążenia inercyjnego. Płyta obciążona jest punktem 
materialnym lub lepkosprężystym oscylatorem poruszającym się ze 
zmienną prędkością. W pracy podano i przeanalizowano równania 
ruchu rozważanych układów w postaci analitycznej. Rozważane są 
dwa przypadki równań ruchu. W pierwszym przypadku obciążenie 
znajduje się na płycie – drgania wymuszone, zaś w drugim obciąże-
nie jest poza płytą – drgania swobodne. Ze względu na charakter 
obciążenia w równaniach ruchu występuje pochodna materialna 
Renaudota. 

Słowa kluczowe: ruchomy punkt materialny, ruchomy oscylator, płyta 
Kirchhoffa. 

Wstęp 
Zadania dotyczące obciążeń ruchomych na belkach i płytach 

mają szerokie zastosowanie w budownictwie, a szczególnie przy 
projektowaniu konstrukcji drogowych, kolejowych, mostowych oraz 
lotniskowych. W literaturze przedmiotu można znaleźć wiele prac 
poświęconych tematyce obciążeń ruchomych na belkach i płytach, 
np. [1-23]. Autorzy analizują zarówno ruchome obciążenia inercyjne, 
jak i obciążenia bezinercyjne. Prace te zawierają rozwiązania anali-
tyczne oraz rozwiązania z wykorzystaniem metod komputerowych. 
Obszerny przegląd literatury dotyczącej obciążeń ruchomych na 
belkach i płytach można znaleźć m.in. w pracach [1], [17-22]. 

W niniejszej pracy omówione zostaną zadania dotyczące płyty 
Kirchhoffa obciążonej punktem materialnym oraz oscylatorem 
w ruchu jednostajnie zmiennym. Przedstawione i przeanalizowane 
zostaną równania drgań układu płyta – ruchome obciążenie w przy-
padku drgań wymuszonych – obciążenie znajduje się na konstrukcji 
oraz w przypadku drgań swobodnych – po zjeździe obciążenia z 
płyty. Ze względu na inercyjny charakter obciążenia w rozważaniach 
będziemy brać pod uwagę pochodną materialną Renaudota. 

1.Pochodne materialne w przypadku ruchomych obciążeń 
inercyjnych na płytach 

W przypadku drgań płyty wymuszonych przejazdem obciążenia 
inercyjnego w równaniach ruchu układu płyta – punkt materialny lub 
płyta – oscylator należy uwzględnić pochodną materialną (Renaudo-
ta) [1]. Jeśli obciążenie porusza się z prędkością jednostajnie 
zmienną, równolegle do osi x : 
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to pierwszą i drugą pochodną materialną zapisujemy w następującej 
postaci: 
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W przypadku, gdy obciążenie porusza się z prędkością jedno-
stajnie zmienną po torze prostoliniowym, ale ukośnie w stosunku do 
krawędzi płyty prostokątnej, to wzory na pochodną materialną kom-
plikują się. Jeśli parametryczne równania ruchu obciążenia po płycie 
są znane, to znane są również składowe wektorów prędkości 
i przyspieszenia: 
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Druga pochodna materialna jest wtedy dana wzorem: 
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Podane wzory na pochodną materialną wykorzystamy w rozwa-
żaniach w dalszej części artykułu. 

2.Sformułowanie zadania 
Drgania płyty Kirchhoffa na podłożu Winklera, z uwzględnieniem  

tłumienia zewnętrznego opisane są następującym równaniem ruchu 

 
   

   

2

4

2

, , , ,
, ,

, , , , ,

w x y t w x y t
D w x y t m c

tt

k w x y t p x y t

 
   



 

 (5) 

gdzie: 
m  – masa płyty przypadająca na jednostkę jej powierzchni, 

D  – sztywność płyty na zginanie, 

c  – współczynnik tłumienia zewnętrznego, 

k  – współczynnik podłoża Winklera, 

 , ,p p x y t  – obciążenie płyty, 

 , ,w w x y t  – przemieszczenie pionowe (ugięcie) płyty. 

Równanie drgań płyty (5) można wyprowadzić na przykład ko-
rzystając z wariacyjnej zasady Hamiltona [4] i [23], uzyskując kine-
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matyczne i naturalne warunki brzegowe. W przypadku płyty prosto-

kątnej o wymiarach w planie a b , mają one postać: 

– w płycie zamocowanej 

0, 0
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 na krawędziach 0y   i y b , 

(6) 

– w płycie przegubowo podpartej 
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– w płycie o brzegach swobodnych 
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W kolejnych punktach artykułu omówimy płytę prostokątną pod-
daną działaniu obciążenia inercyjnego, wykorzystując powyższe 
wzory. 

3.Płyta Kirchhoffa obciążona punktem materialnym 
poruszającym się ruchem jednostajnie zmiennym 

Zanim przejdziemy do zadania płyty obciążonej oscylatorem 
rozważmy płytę obciążoną ruchomym punktem materialnym. 

Rozważmy zatem sprężystą płytę Kirchhoffa spoczywającą na 
podłożu Winklera i dodatkowo przegubowo podpartą na obwodzie 

(rys. 1). Wymiary płyty w planie są a b , a jej grubość jest równa 

h . Moduł Younga materiału płyty wynosi E . Ponadto uwzględnia-

my tłumienie zewnętrzne według modelu reologicznego Kelvina–

Voigta z siłą oporów ruchu 
d w

R c
dt

 . 

Po konstrukcji, równolegle do osi x , porusza się punkt mate-

rialny. Jego prędkość jest zmienna i wynosi   0 0v t v a t  . 

Pochodne materialne opisane są zatem wzorami (2). 
Rozważać będziemy drgania płyty wymuszone ruchomym ob-

ciążeniem oraz drgania swobodne, gdy obciążenie znajduje się już 
poza konstrukcją. Każdy z tych przypadków opisany jest innym 
różniczkowym równaniem ruchu. 
 

 

Rys. 1. Płyta cienka Kirchhoffa na podłożu Winklera obciążona 
punktem materialnym poruszającym się ze zmienną prędkością 

 
3.1.Drgania wymuszone płyty Kirchhoffa obciążonej punktem 

materialnym w ruchu jednostajnie zmiennym 
Drgania płyty Kirchhoffa na podłożu Winklera, z uwzględnieniem 

tłumienia, obciążonej punktem materialnym o masie M  poruszają-

cym się ze zmienną prędkością  v t  (rys. 1) opisane są następują-

cym równaniem ruchu 
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gdzie prawa strona równania jest naciskiem punktu materialnego 

poruszającego się w stałej odległości 0y  od osi x , a   jest deltą 

Diraca. Ze względu na inercyjny charakter obciążenia pochodna 
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, ,d w x y t

d t
 w równaniu (9) jest pochodną materialną, i przy 

przyjętych założeniach, daną drugim ze wzorów (2). 
Zadanie można rozwiązać stosując metodę rozdzielenia zmien-

nych Fouriera. Drgania swobodne wyznaczamy w takim przypadku 
poszukując rozwiązania równania jednorodnego w postaci funkcji 
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Otrzymujemy stąd odpowiednio równania amplitud i ruchu 
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Po przyjęciu funkcji  , ,m nW x y  w postaci spełniającej równa-

nie amplitud i warunki brzegowe przegubowego podparcia na ob-
wodzie 

 , ,, sin sinm n m n m nW x y C x y   (12) 

otrzymujemy rozwiązanie równań (11), a następnie całkę ogólną 
opisującą drgania swobodne płyty. W dalszej kolejności wyznacza-
my całkę szczególną rozkładając obciążenie w podwójny szereg. 
Ostateczny kształt rozwiązania jest sumą drgań swobodnych 
i wymuszonych opisanych funkcją 
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We wzorze (13) 
,m n  jest częstością swobodnych drgań tłumio-

nych 

2 2

, , .m n m n h    (14) 

Funkcja  ,m nQ t  w przypadku analizowanego obciążenia jest 

skomplikowana i nie będziemy jej przytaczać. W przypadku, gdy 
obciążenie nie jest inercyjne (siła skupiona) i porusza się ze stałą 

prędkością funkcja  ,m nQ t  ma prostszą postać 

 , 0

2
sin sin .m n m nQ t P vt y

ab
   (15) 

Stałe całkowanie wyznaczamy z warunków początkowych za-
dania na ugięcie i prędkość ugięcia. 

Ze względu na zmienne współczynniki w różniczkowych równa-
niach ruchu analizowanego układu i skomplikowaną postać 

 ,m nQ t  funkcję dynamicznego ugięcia płyty otrzymujemy stosując 

całkowanie numeryczne. 
Rozwiązanie równania ruchu jest ważne w przypadku, gdy ru-

chomy punkt materialny znajduje się na płycie. Od momentu zjazdu 
obciążenia z konstrukcji mamy do czynienia z drganiami swobod-
nymi. 

 
3.2.Drgania swobodne płyty Kirchhoffa  

Po zjeździe punktu materialnego z płyty zmienia się charakter 
drgań. Płyta wykonuje tłumione drgania swobodne opisane jedno-
rodnym równaniem różniczkowym: 
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Równanie można rozwiązać, przyjmując funkcję ugięcia płyty 
w postaci podwójnego nieskończonego szeregu, analogicznego do 
zapisanego wzorem (10): 
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Prowadzi to do równania 
2

, , , ,2 0,m n m n m n m nF hF F    (18) 

którego rozwiązanie możemy zapisać w postaci 

 , , , , ,( ) e cos sin .h t

m n m n m n m n m nF t A t B t    (19) 

Ugięcie płyty po zjechaniu obciążenia wyraża się zatem wzorem 
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Dwie stałe 
,m nA  i 

,m nB  wyznaczamy z warunków początkowych 

drgań swobodnych, to znaczy w chwili kt , gdy ruchomy punkt mate-

rialny zjeżdża z płyty: 
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4.Płyta Kirchhoffa obciążona oscylatorem jednomasowym 
poruszającym się ruchem jednostajnie zmiennym 

Rozważamy sprężystą płytę Kirchhoffa spoczywającą na podło-
żu Winklera i dodatkowo przegubowo podpartą na obwodzie 

(rys. 2). Wymiary płyty w planie są a b , a jej grubość jest równa 

h . Moduł Younga materiału płyty wynosi E . Ponadto uwzględnia-

my tłumienie zewnętrzne według modelu reologicznego Kelvina–

Voigta z siłą oporów ruchu 
d w

R c
dt

 . 

Po konstrukcji, równolegle do osi x , porusza się oscylator jed-

nomasowy. Jego prędkość jest zmienna i wynosi   0 0v t v a t  . 

Pochodne materialne opisane są zatem wzorami (2). 
Również i teraz rozważać będziemy drgania płyty wymuszone 

ruchomym obciążeniem oraz drgania swobodne płyty i oscylatora 
lepkosprężystego, gdy obciążenie znajduje się już poza konstrukcją. 
Każdy z tych przypadków opisany jest innymi różniczkowymi rów-
naniami ruchu. 

 

 
Rys. 2. Płyta cienka Kirchhoffa na podłożu Winklera obciążona 
lepko sprężystym oscylatorem jednomasowym poruszającym się ze 
zmienną prędkością 
 
4.1.Drgania wymuszone płyty Kirchhoffa obciążonej 

lepkosprężystym oscylatorem jednomasowym w ruchu 
jednostajnie zmiennym 
Drgania układu płyta – oscylator poruszający się ze zmienną 

prędkością  v t  (rys. 2) opisane są następującymi równaniami 

ruchu 
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W równaniach (22) obciążenie dynamiczne płyty jest dane wzo-
rem 
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Równania ruchu (22) obowiązują w przypadku, gdy oscylator 
znajduje się na płycie. Po zjeździe oscylatora z płyty mamy do 
czynienia z drganiami swobodnymi tłumionymi płyty i oscylatora. 
Oba równania ruchu są w tym przypadku jednorodne. 

 
4.2.Drgania swobodne płyty Kirchhoffa i oscylatora jednomasowego 

Po zjeździe oscylatora z płyty zmienia się charakter drgań. Za-
równo płyta, jak i oscylator wykonują tłumione drgania swobodne 
opisane układem jednorodnych równań różniczkowych: 
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(24) 

Po rozwiązaniu układu jednorodnych różniczkowych równań ru-
chu mamy cztery stałe całkowania. Wyznaczamy je z czterech 
warunków początkowych na ugięcie i pochodną ugięcia względem 
czasu płyty i oscylatora w chwili, w której oscylator zjeżdża z płyty. 

Podsumowanie 
W pracy przedstawiono równania ruchu podstawowych modeli 

mających zastosowanie przy wstępnych analizach obiektów inży-
nierskich poddanych działaniu obciążeń ruchomych. We wszystkich 
omówionych zadaniach obciążenie jest masowe. Ze względu na 
inercyjny charakter obciążenia w rozważaniach należało uwzględnić 
pochodną materialną Renaudota. Ponieważ prędkość obciążenia 
jest zmienna w czasie rozwiązania zadań ulegają dodatkowej kom-
plikacji, szczególnie jeśli w opisie wprowadzi się współrzędne bez-
wymiarowe. Równania ruchu rozważanych konstrukcji omówiono 
zarówno w przypadku obciążenia znajdującego się na płycie i poza 
płytą. 
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Equations of motion of plate loaded with an oscillator moving 
at a variable speed 

The subject of the study is a Kirchhoff thin plate subjected to moving 
inertial load. The plate is loaded with a particle or viscoelastic oscil-
lator moving at a variable speed. In the article the equations of 
motion of the considered systems in analytical form are presented 
and analysed. Two cases of equations of motion are considered. In 
the first case, the load is on the plate - forced vibrations, while in the 
second case the load is outside the plate - free vibrations. Due to 
the nature of the load, the Renaudot material derivative appears in 
the equations of motion of the analysed systems. 

Keywords: moving particle, moving oscillator, Kirchhoff plate. 
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